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АННОТАЦИЯ

«Таблицы интегральных преобразований» состоят из двух то-

томов. Оии вышли в США в 1954 г. и являются естественным до-
дополнением и завершением трехтомного издания «Высшие транс-

трансцендентные функции» тех же авторов, перевод которого на

русский язык вышел в этой же серии з 1965—67 гг. Перевод
первого тома «Таблиц интегральных преобразований» вышел

в свет в I960 г.

Настоящая книга представляет собой перевод второго тома
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Стилтьеса, Гильберта, а также таблицы интегралов от сие-

циачьных функций.
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ПРЕДИСЛОВИЕ

Цели, история и организация «Таблиц интегральных преобразований»
были описаны во введении к первому тому. Несколько больше половины

данного второго (и последнего) тома составляют таблицы интегральных
преобразований, не вошедших в первый том, а остальная часть тома со-

содержит интегралы от высших трансцендентных функций.
Под общим названием «Преобразования Бесселя» мы даем не только

хорошо известные преобразования Ганкеля, ио и другие преобразования,
ядрами которых служат цилиндрические и родственные им функции. Кроме
того, даны таблицы интегралов дробного порядка, а также преобразований
Гильберта и Стилтьеса. Насколько нам известно, не существует достаточно

обширных таблиц для псех преобразовании, включенных в этот том. Для
некоторых из них вообще известно очень мало пар двойственных функций.
Перечень преобразований, включенных в оба тома книги, приведен иа

стр. 9 и 10.

Вторая часть тома содержит различные интегралы от высших трансцен-

трансцендентных функций. Некоторые из этих интегралов не могут быть предста-

представлены в виде интегральных преобразований каких-то функций, другие не

были включены в таблицы интегральных преобразований и даны здесь.

Вообще говоря, интеграл, который может быть записан в виде интеграль-

интегрального преобразования некоторой функции, более вероятно найти в таблицах
таких преобразований, чем среди интегралов от высших трансцендентных

функций. Эти интегралы расположены в соответствии с видом подынте-

подынтегральной функции. Мы пользуемся здесь дайной на стр. 12 первого тома

иерархией функций, причем, как п в первом томе, сложные функции клас-

классифицируются в соответствии с «наивысшей» входящей в них функцией.
Список определений высших трансцендентных функций дай в Приложении.

Мы выражаем признательность и благодарность тем же людям и орга-
организациям, что и в связи с первым томом. Мы благодарим также Джона
Б. Джонстона, который читал гранки и оказывал другую ценную техниче-

техническую помощь.
Исправления ошибок, добавления и предложения об улучшении будут

с благодарностью приняты авторами.
Л. Эрдейи



СТАНДАРТНЫЕ ФОРМЫ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

Косинус-преобразование Фурье (g-c, глава I)

| / (х) cos (ху) dx.
б

Синус-преобразование Фурье ©^ глава II)
оо

J f (x) sin (.vi/) dx.
6

Экспоненциальное преобразование Фурье ($с, глава III)

J i(x)e-lxVdx.

Преобразование Лапласа ($.', глава IV)

[ / @ с-»* Л.

6

Обратное преобразование Лапласа (глава V)

C+too

Преобразование Меллина (Ш, глава VI)

оо

Г
S-I .

О

Обратное преобразование Меллина (глава VII)

^i_ J



О СТАНДАРТНЫЕ ФОРМЫ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

Преобразование Гапкеля (?>v, глава VIII)

I f(x)Jv(xy) (xy)'!"-dx.
о

У-преобразование (fjv, глава IX)

[ f{x)Yv(x,j)(xy)v-dx.
о

/^-преобразование (i?v, глава X)

}(x)Kv(xy)(xyLlx.
о

Н-преобраэопание (гляпа XI)

f(x)Hv(xy)(xy)'°-dx.
6

Преобразование Конторовича — Лебедева (глава XII)

J ! (.v) Kix (У) dx.
о

Интегралы дробного порядка в смысле Римана —Лиувилля (Э?^, глава XIII)

\
6

Интегралы дробного порядка в смысле Вейля ('№ц, глава XIII)

Преобразование Стилгьеса (S, глава XIV)

.1 x + у

.0

Обобщенное преобразование Стилтьеса (Зр, глава XIV)
оо

f (X)
——— dx.

о

Преобразование Гильберта (глава XV)



ПРЕОБРАЗОВАНИЯ БЕССЕЛЯ,
или

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ, ЯДРАМИ КОТОРЫХ

ЯВЛЯЮТСЯ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ

ИЛИ РОДСТВЕННЫЕ ИМ ФУНКЦИИ

ГЛАВА VIII

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГАККЕЛЯ

Мы называем функцию
оо

8 (У, v) = $v (/ W; */}=[/ (х) /v (ху) (ху)'1"- dx
6

преобразованием Ганкелл порядка v функции / (х). Здесь у пробегает по-

положительные значения. Для краткости мы будем чягто писать if (у) вместо

g{y;v). Эта форма преобразования Ганкеля имеет то преимущество, что

при v=± '/2 она приводится соответственно к синус- и косинус-преобразо-
косинус-преобразованиям Фурье. Многие авторы определяют преобразование Ганкеля по-

порядка v функции / (х) формулами

f(x)!v(xy)xdx
о

f (x) Jv [2 (ху)Ц dx.

о

Преобразование Ганкеля обратно самому себе (см. 8.1A)), а потому для
него не требуется таблиц обратных преобразований,

В книге Г. Н. Ватсона A949) дано детальное доказательство теоремы
обращения для преобразования Ганкеля и вычислены преобразования Ган-
Ганкеля для многих функций. Теория и приложения преобразований Ганкеля
описаны во многих книгах по интегралам Фурьэ, среди которых отметим
книги Снсддона A955) и Титчмарша A948).

Из приведенных в этой главе пар преобразований можно вывести но-

новые
пары преобразований с помощью методов, указанных во введении

к тому I этой книги, а также с помощью общих формул, указанных
в п. 8.1. Трикоми A935) открыл соотношение

2{tvl2~\lBt)S v]; s} = s-v-' 8 0v/2-1/4/[B0I/!]; s~1}

между преобразованиями Ганкеля и Лапласа. Это соотношение можно ис-

использовать, чтобы вычислять преобразования Ганкеля с помощью таблиц
преобразований Лапласа и обратных преобразований Лапласа, содержащихся
в главах IV и V тома I.



12 X VIII. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГАНКЕЛЯ

8.1. Общие формулы

A)

B)

C)

D)

E)

№)

G)

(8)

0)

(Ю)

/W

J g (</) h ixy) {ху)ъ dy,

Rev>~ Vs

f (ax), a > 0

xm/(x), m = 0, 1, 2, ...

*m/(x), m=a, 1, 2, ...

2v.r-> / (*)

*-'/(*)

Re v + 1 > Re ц > 0

Re v - 3/г > Re ц > 0

2v/'(*)

OO

j / M /v (-«У) (жу)'/г rf* = S {V, у),

о r/>0

a" '^(a-'r/; v)

/r--vx

X(l^)"! lyv-lA+m«r(Kv + «)i

где

2 = y-'A+"«-vg(№v-in)

yg(?/; v-I) + yj(y;v+l)

i/1/j-v f nv"Vl «(n: v-l)rfti
6

oo

tf'/l+vJ'rj~v~'Afi(n.v+l)rfn

x f4v-|l+IAu?-Ti»)|1-Ix
6

X g (ii; v-\i)dr\

2'-tl[r(,u)]~'^+vX

x j n!>-»-v (n2 - г/2I1 x
У

X fi (ч; v + ц) dt)

(v-'/!)y«(y;v + i)-.
-(v + 'Wi/gfe v-i)



16] 8.1. ОБЩИН ФОРМУЛЫ

A1)

A2)

A3)

A4)

A5)

A6)

f(*)

*lh-\xddx)m\*v+m~lkn4,
m = 0, 1, 2, ...

m = 0, 1, 2, ...

X

^'A-vjiV-ii+'A^.^jii-i x

0

X / (I) dl,
Re v + '/2 > Re ц > 0

OO

хш^,
Re v + 1 > Re ц > 0

2lr(J,)^~vX

x J gV2-A.-H+v (x2 _ g2)M-l x

0

x / (i) di,
ReA,>0, Refx>0
Rev> Re(A,+|i)-'/2

2xr(X)x'h+vX
OO

X J g'A-*-^-VFJ_^)H-l x

X

X f A) dl, Re Л > О

Re ц > 0, Re v > | Re (Л - цI - 1

OO

f f(x)Jv(xi,)(xyL>dx = g(y,v),
о </>0

ym g(y; v + m)

(~y)mg(y; v-m)

2^-! Г (ц) i/-11 g (к v + Ц)

2^r(n)^~vX

и

X g (i\; v - Л - ц) rfr)

2" Г (ц) ^'/2 + v
X

OO

X J ^A-b-U-v^yi)*-! x

X g D; v + Л + p.) йч



14 Гл. VIII. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГАНКЕЛЯ

8.2. Преобразования Ганкеля нулевого порядка;

элементарные функции

A)

B)

C)

D)

E)

(О)

V)

(8)

@)

A0)

(И)

A2)

A3)

X

X

0,

0,

X

X

X

0

0

X

X

X

.V

х

X

X

X

~ V'2

~ V2

1Ча* + х*)-\

'•-(л2~х2)~'12,

h(x2-a2)~4\

¦V + aV*.

H^ + aV',

5/Чл4-а4)-',

_Va w + a^A-,
(*» + «*)* + ,

'

'" (х'^ 4- 2й^ х^ 4- й^\

1/2
(л4 + 2а2л:2 + 6")

0

1

0

1

0

а

0

а

< х < 1

< X < 'jo

< X < ОО

Rea > 0

< х < а

< X < оо

< * < а

< Л' < оо

Re a > 0

|arga| < я/4

( arg а | < я/4

-'Л

а > 0

Rea > 0

а > Ъ > 0

Ь > а > 0

(

У

I

У

у'

У"

У~

у'

а'

-

У

оо

[ f U) Уо (ху) (ху)''3

-\- 2 пу
¦' [У] (у)

+ 2~ лу'2 [Jo (у)

-'-' е~аи

'

'2 sin (ay)

 /гcos (ay)

-VAe-a,

a~2y'!"- kei0 (a;/)

2

ker0 (ay)

^o"(if) H,

/1 (У) Но

>0

(У)]

Интеграл понимается в смысле

главного значения по Коши.

у'

1

У

У

-Vs
+ 2a" j/-!/=X

"i[s"'T^
X Ko [2~v'

y] x

y] x
(a2 + i2)

-1)

*,]

I/ -I
11 y]



24] 8 2. ПРЬ'ОБРЛ.ЮВЛНИЯ ГЛНКЕЛЯ НУЛЕВОГО ПОРЯДКА 15

A4)

A5)

A6)

A7)

A8)

A9.)

(Щ

B1)

B2)

B3)

B4)

,W

x'I: (b2 - x2) (хл ± 2а2х2 + bA)~4\
Q<a<b

X"'1* (a2 - x2)-'-'2 X
X {[x + (x2 - а2)Ц2п +

0< x <a

0, a < x < oo

Re a > 0, Re p < 3/,

x1' (.v2 -h a2)"'1'2 (x2 + P2)"''2 X

Re a > 0, Re P >0 Re p < 3/4

x~1/a e~a-v', Re a > 0

x"~1/2(l -e~ax), Rea>0

xn- 'k е-аж} Re a > 0

^-''T^, Retl>0

x-'exp(-2p.v''2),
ReP>0

Re a > 0, Re P > 0

x'/z (x2 + P2)-''2 X

Re a > 0, Re P > 0

CO

/ (x) Jo (xy) (xy)'1' dx, у > 0

6

2~'!l(b2 + а?)~ч- y^X
X

'>

)] x

;/'/2 arsh (а/г/)

nly'/s p
Г g

ay* (у2 +а2)""
- X

X exp [ — p (y1 + a2)I/z] X
X [1 +P(.V2-'ra2)'4

t/1' {y2 + a2)-'1' exp [-p {y2 + v?)k]
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B5)

B3)

B7)

B8)

B9)

C0)

CD

C2)

C3)

Пх)

Xexp [± ia (x* + р)Ц,
a>Q, Re p > 0

Xexp[±ia(*2-*2)''"].
0<x<b

xh (x2 -b2)-'1* X

Хехр[-а(х2-А2)Ч
b < x < oo

Rea> 0

х-''' In x

x-''3 (x* + a*)-'1''X
X In [x + (x2 + a3)'1'],

a > 0

^"¦<"+"*r!,xn<«-+*+,
(.v2 + a2)'A _ x

Rea> 0

x" In A +a2x~9),
Re a > 0

v'/s 1 Г -1 i П л. 2 —S\'/al

Rea>0

x~'ls sin (ax), a > 0

дс~% sin (ax), a > 0

CO

/ M ^o (-^i/) (xyI'2 dx, У > 0
oJ

± гУ/з (а2-г/2)~1/з Х

0 < у < a

a < у < со

Xexp[± t6(y2 + a2)'-2]

- у"'/а1пBуу)

г/" [2~ ?Cq (ay[2) +

+ In a /Q (ay/2) KQ (a«//2)J

0 a < ^ < oo

»/'^ arcsin (а/у), а < у < <x>
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C4)

C5)

C5)

C7)

C8)

C9)

D0)

D1)

D2)

D3)

D4)

D5)

D6)

Х-''Ц1 +x)~Isin(l +х)

x~<k ф2 + х2)'1 sin {ах),
а>0, Re р > 0

хиф2 + х*)~1&т(ах),
а > 0, Re р > 0

x~She~bx sin (ax)

x'/2sinB~'aV), a>0

*-'/'sinB-'aV)

х~] ехр ( — ax''2) sin (cuI/2),
| arg a | < я/4

xVi (Р2 + *2Г'/2 X
Xsin [а(Р2 + х2)Н

а > 0, ReP > 0

х~'/2 cos (ах), а > 0

Ar~3/'[1 -cos (ал:)], а >0

х~'/2(-1-'2 + Р2)"' cos (n.v),
а > 0, Re р > 0

х1''2^-!-*2)-1 cos (ах),
^. а > 0, Rep > 0

Х-Чг е~Ьх CQS (ад.)

оо

j / (х) /0 (ху) (jtyI'1» dx, у > 0

2~Iny'hJ0(y), 1<у<оо

ffIAp-1 sh (ра) /Со (Pif),
а < у <

оо

2-V2e-af4(</P),
0<//<a

u'''2 arcsinf ,а [,J \r, + r,J'

г2 = 62+(а+г/J, г, >0

^ = 62 + (а-/,/J, л2>0

«-V'cosfe-W)

2-V»siB-'tt-V)

хк.дСг-Уу-1)

^Vs (a2 _ ^2) -V2 CQS [p (a2 _ ^2O^
0<«/<a

0, a < у <
oo

0, 0 < у < а

yk{y2-a2)-'h' a<y<oo

yl2 arch (a/i/), 0 < // < л

0, a < // < oo

0<y<a

yb ch фа) Ко (Ру),
a < г/ < со

i/I/22""Vz[(&2-f(/2-a2J + 4a262]-'/2X
X {[F2 + y2-a2J + 4a262]'/4-

+ 62 + if - a2}'/2

й f, Бентмеи, А. Эрдейи, т, IJ
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D7)

D8)

D9)

E0)

E1)

E2)

E3)

E4)

E5)

E6)

E7)

/W

A.-V::cosB"!a2A;2), a>0

*-4l-сое B-W)l

д-
^
exp ( (xx ) cos \o,x )

[ arg a | < л/4

x''~ ф2 + X2)~'h X
X cos [a фЧ х2)Ц,

a > 0, Re p > 0

л:~:>/-4>~'"' bit (u.v), Re a > 0

лГ-'2 e~a-v sh (Pa:),

Rea> IRepi

x
n
охр ( — <xx~ )sh(ax ), Rea>0

Rea > | Re p |

.v1'-' arsh (ax~l), Re a > 0

x~'k A +,v2)-'^shB,uarsh.v),
! Re ц I < '/2

x~>u A + *2)-'/2 ch Bц arsh jc),

1 Re (x |< '/=

IX)

J x 0 xy x,j) dx, y>0

a-V/=sinB-'a-V)

-2-y2CiB-'a-V)

V ft' ГО ~^r*i'fi~ ' ^

-y'/2(a2-(/2)-'/2X
X sin [p (a2 - у2)Ц,

0 < у < а

Xe.xp[-p(i/2-a2L
a < tj <

оо

2~V'= 1" |2u//~ + (l + 4u2r/~") j

2ay~'k Ji {2akv^)K\ Ba^y'k)

(ару)'/; (/-, + r,)'/2
rfAn-rtfii
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8.3. Преобразования Ганкеля нулевого порядка;
высшие трансцендентные функции

(!)

B)

C)

D)

E)

F)

G)

(8)

(9)

A0)

(И)

A2)

дг1/а Р„ A -2.V2), 0 < л- < 1,
0 1 < л- < оо

дл''Р„ A -2х?), 0<л<1

0, 1 < л- < оо

х'-ЧхрС-г-^НЛ*2)

^exp(-2""'ax2)Ln B"V2)>
Rea > 0

х ехр \— х ) ип \х )

х~'/: si (ах), а > 0

x'/2Si(u2A-2),. «>0

xk Ci (й2х2), а > 0

x~'/2Ci(a2x2), a>0

xh (l+.v2rv*! X

X Pv[(l ~x2) (l + *2r'],
Rp v > 0

.t1A{PH[(l+^''f,
Re«> 0, f Re Я j < '/-i

^^a-vJCl + a2x2)''=] X

XQHJ(i+«V)';l
Re a > 0, Re a > - '/4

CO

| / (л-) /o (X!/) (xy)''2 dx, r/ > 0

0

y~''2hn+Ay)

ij~l!2Bn+ I) X
X [(tf + 1) 4+2 О/) «4И

(-l)"exp(-2-V)^^(/)

j,1/.<--Pfexp( 2-'a-V)x

X W 2a (p-a))

[я!Г12-2п-уп+1Лехр[-2-у]

— //~
'г arcsin ({//«), 0 < г/ < и

0, a < // <oo

-2ff-'/'sJnB-2«-V)

2^3Ч1-со5B-2а-2/)]

r/-V=[CiB-2a-V) +
+ lnB-2a-2YV)]

[2vF(v+ 1)]" //2V+Vj^o(«/)

2rr2cosajT)crV/2 X

xk.B-vv)]2

a // 2^a B~'a"'«/) /Ca B~ 'a"'«/)
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A3)

A4)

A5)

A6)

A7)

A8)

A9)

B0)

B1)

fU)

Rea>0

I Re a 1< '/4, Re ц < 1

Re a > 0, | Re a | < V4

Rea> 0

Re or >
- y4, Re ц < 1

x~4' [1 - /0 (ax)\, a > 0

Re|3>|Ima|

x~'!- /, (ax), a > 0

x~%lzSx (ax), a>0

x1'11%{2~'' ax), Rev>-'/2

xk Jo (ax) Yo (ax),
a > 0

CO

f W ^o (xy) (xyI!* dx, y>0
0

"X ^!t4/a)l
2rr" i/~s/-cos(ал) X

X «V 0 (///a) l^.^, a (y'a)

uni П'4 + с-ц) -%

ГA+2а) У Х

X Гц, о (У/а) М^, „ (у/а)

0, у>а

yk In (а/г/), у < а

2я~!у'/г К{2al2ykk~l)к~ч\

а~ху1\ 0<у<а
0, а < у < оо

2n~lyh E(tj/a), 0<y<a

а < у < оо

X cos [2v arcsin (///a)j,
0< (/<a

0, a < (/ < oo

0, 0 < г/ < 2a

2a < у < со
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B2)

B3)

B4)

B5)

B6)

B7)

B8)

B9)

C0)

*-''ЧН0(а*)-Ма*)],
а > 0

x~l/"- ch (p.«) Ко {ах),

Rea>|ReP|

x~'h sh (Px) Л'1 (ax),

Re а > ] Re P |

xh h {ах) Ко (р*),
Re p > | Im а |

х%/, (ах) tf0 (P*)
Rep>|Im«|, Rea> 0

*Н(«)*о(М.
ReP>Rea

л:3/= /0 (ах) К, (P-V),
RcP>|Rea|

х'Ч^ахЖгфх),
Re P > Re a > 0

^^(ах)/й(р^)
Rejx>-1, Rea> |Rcp|

j' S{x)J0[xy)(xy)'l2dx, y>0
0

4я~] (а + у)~1У1гХ
ХК[\а-у\(а + уГ1]

и = 2"' {[(a8 + P2 + j/2J-4a2P2]'/2 +
+ a2-P2-i/2}

v = 2-' {[(as -I- p2 + ,/2J_4asp2]'/2-
-a2 + P2 + i/2}

fe2 = o (« + &)"'

a" V/j [и E(k)-K (k) E (u) +
+ К {k) sn a dn a/(cn «)],

en2 н = 2y2 {((a2 + P2 + i/2J -

-4а2Р2]'А-а2 + Р2 + 1/2Г1
?2 = 2~'{l-(a2-p2-?/2)X

X[(a4-p2 + //2J-4a2p2]-'/2}

г/'/г (Р1 + a4 + у4 - 2а2г/2 +

+ 2a2p2 + 2py)-'^

2a//1''2 (a2 + P2 - y2) X

Xl(a2 lP2 + //2J-4//2a2]-3/i

^'/2(a4 + P' + i/4-2a2p2 +

•I-2aV + 2pV)~'/:!

2//'/?P(P2 + r/2-a2)X

X[(r/2-l-a2+p2J-4a2p2]-^

2-lyK-1Fl{(a* + P + y4X
X [(a2 + P2 -|-1/2J - 4a2P2]-'A _ l}

ri =¦[*» + №-a)*]'*
r2=[«/2 + (P + aJj'/2
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C1)

.C2)

C3)

C4)

C5)

C6)

C7)

C8)

C9)

fix)

Re a > 0, Re p. > - '/2

xh 1(% (ax), Re a > 0

xk Kl (ax),
Re a > 0, | Re ц | < 1

a > 0, I Re ц |< '/4

a> 0, | Re ц | < '/.,

1 arg a | < я/4, | Re jx | < '/4

|arga|<n/4, Re (x > -'/4

I arg a | < я/4, Re (x >
- 1

| arg a | < я/4

| / (x) h (xy) (xy)'u dx, у > 0

0

X Q^_,/2 [A + i/2/a2)'/2l

_..,,,, | 4 S)-V.ln W\W4. + y

(г/2 + 4аг)'/г — у

я2 ct X

X (sin pn)~
' г/"'/г (//2 + 4a2)~'/2 X

J'
„ x

sin Bцл) y'u

,

'

x
у'- cos (|j.n)

X / {2ау'^е~т^) —

'"'""""'"TClrV,-)
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D0)

D1)

D2)

D3)

D4)

"

D5)

D6)

/ (-v)

х-^-Уу,(ах1г)Ки,{ах:>\
| arg a I < я/4, | Re ц | < 1

х-''ч<»(ае^хЦх

| arg а i < гт/4, | Re ц | < 1

х-1'* nn(ax)Dn+aax),
I arg а | < л/4

х~{ Dv {ahxh) D-v-i (a'V'2),
Rea> 0

x~% WK M. (ax) M Xl д (ax),
Rea> 0

Re |x > — '/2, Rex < 3/4

*-Н*,а(И)?.цМ,
Re a > 0, - 72 < Re ц < V2

,''2^,(Я;,;-Л НеЯ.>0

Г i/

0

г^1^ cos (ця/2)

2-V[cosW2)]->X
ХЯц/2B a, )H^_B ay )

(-lfy-''*Dn(y!a)Dn+](y/a)

2-'!>па-Ч2у'1г X

_-tm Г'1 + 2ц> V*4/

г

2 2 !/2l

XP"xQUl(l+//l2)'/2]
2-1ясо5(|.1я)у'/2Х

x^_1/2f(l+yV)V2]x
Ц. /2 '

[2^Г(Я)ГУ^ехр(-2-у)

С)

8

X

0,

.4. Преобразования

"

0 < X

a < x

Ганкеля

<a

< 00

OO

I
0

первого порядка

fix) J,ixy)(xy)'l>dx,

h iay)]

y> 0
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B)

C)

D)

E)

Щ

G)

(8)

«

A0)

(И)

A2)

A3)

A4)

A5)

A6)

0,

хГ

х~~

х~

0,

0,

х~

х~

х~

3/
X

х~

х~

х~

х~

х~

х~

х~

х~

И*)

^ (х2 + а2)
~

^,

Чх>-аГ\

¦Aexp(-2-W),

ехР(-2-2а/),

Rea>

'Hf + x2)'l2X
X ехр|— а

Rea>

1/2 In x

'2
In (a + x )

'~ In (l + x )

1/2 sin (ад;),

¦fce-«.ta(*x)

V2slnB-2a,2),

0

a

0

a

0

a

0,

(P
o,

-

< X < CO

Rea > 0

< x < a

< x < со

<л-<а

< д; < oo

Rea>0

Rea> 0

Re a >0

].
Rep>0

Rep>-4)

a > 0

a> 0

6

i/"'/2 /o (a»)

a-YHl-e-**)

a~ly~'!l [1 -cos (a!/)]

a-,-*.Ma,,

,-4l-a(a*+,r*]

r/^'/J [l -

exp (— г/2/а)]

4a~V/jexp(- г/2/а)

Xexp[- P(a2+y2

e-Pa_exp[_p(a2+{,2O,]

-y-1''lnB-1Yi,)

2y-''>[Ko(ay) + \na]

2y~'hkeroi/

0, 0 < у <

ay~
'2 (y — a ) , a < у <

by~
'2 A —/¦),

г/
/2
sin (y Id)

> 0

»'¦]

oo

a2

r2
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A7)

A8)

A9)

B3)

B1)

B2)

B3)

B4)

B5)

B6)

B7)

B8)

x-4'sm2B-2ax2), a>0

X sin 16 (*+«)]>
Re а > 0, b > 0

x~'!i cos (ax), a > 0

x~1/2 cos {2~2ax2), a > 0

*-V.(^ + oTI/fX
X cos

R(

bU2 + a2I/2],
; a > 0, b > 0

^-^arctg(x2)

дг3/»Р„A-2д:2), 0 < .v < 1

0, 1 < x < oo

•к-'^АЛал:)]2, arg a | < л/4

x"'/2 si (nV), • а > 0

x~'/2 /0 (ax), a > 0

;T3/2 /„ (аж)

х-'/»[^о(а*)-1], a >0

|'/(x)/, (xy)(xy)'''dx, y>0
6

2-1J,-'AcosB-1e-1y2)

sin (o5)-s:n [a (b° - у2)Щ
i

¦
t

ay '»

0 < г/ < Ь

a'~ly~^- sin (aft), b < у < oo

у-Ч\-а(а2~у2ГЧ 0<у<а

y~'h, a<y<oo

2y-'/*sm2B~1a-1y2)

o-V'4-cos [a (b2-/)'*] +

+ cos (ab)}, 0 < у < Ь

a~Iy-'/2{cos(aft)-

-exp[-a(y2-62)'/2]}, 6<j/<oo

- 2у'/й kei0 г/

B« + 1Г1 гГ1/г [(«+1)/2n+2 (y)-
~nJ2n(y)]

(-\)n~iy-^[Dn(y/a)f

y~4~s\{2'\~2x2)-^l2\

0, 0 < у < а

гГ'/г, a < (/ < oo

-{.\-tfla*)K{yla)l
0<y<a

2n~1y'hE(a/y), a<y<oo

-2-V/'[I+2 1n(«/y)J,
0 <y<a

-2~V/2n2, a <//< oo
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B9)

C0)

C1)

(.2)

C3)

f (x)

x~'12 Jo (ax) Jo (bx),
a,b>0

x~*l2Ji(ax), a>0

x~4-Y0(ax), a>G

x '2kei0 x

x~ ;2ker0 x

oo

/ (x) /i (xy) (xy)'!> dx, у > 0

6

0, 0<y < a-b\

я"У" arccos
°2 + h2-v2

,

1 a — 6 < (/ < a + Ь

y~ ¦*, u H- ft < r/ < схз

I/'- (i/ + a) x/

я
X

*•' pi' "^У'2a t TVf ^ ИX [L V Itf-al У 'Ч ll/-al /J

-zCly-ll"-\n{\-i/k\ 0<y<a

-2~ly-'''arctg(y2)

2-Vln(,+^

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГАНКЕЛЯ ПОРЯДКА v

8.5. Алгебраические функции и степени

с произвольным показателем

A)

B)

C)

D)

1,

0,

0,
1,

o,

0 < -v < 1

1 < X < CO

Rev>-3/2

0 < x < 1

1 < л: < oo

Re v >
- 1

0< x< 1

1 < Л < oo

oo

0

¦

Л-

/ (x) /v (-viz) (>

-1 I'CA + v/2)

"-'"''If,

¦'-,(('fc-;(/l

cy)'!'2 dx, у > 0

rv_i B/) 5,/л_ v (y)

(y) ^-'z,, v-i (^)
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fix)
:

ix) /v (ху) (xy)'k dx, // > О

E) Vv-V*

О,

О< X < 1

! < * < оо

Rev>-'/2

1/»-VAr(v + '/2) X
X [7V (.У) Hv_,(«/)-

- Hv (г/) /v_, (г/)]

F)

0,

0<x< !

1 < л < oo

Re v >
- 1

G) - Re v - 3/2 < Re H <
- '/г

a

»

-^-1 Г (Ц/2 + У/2 + '/,,)
Г (v/2 - Ц/2 + ¦/,)

(8) 0 < x< 1

1 < X < oo

Re (jx + v) >
- 3/г

X

X

Г (ц/2 + v/2 +
Г (v/2 - ц/2 + •Л) J

(9) (.V + а) , ] arg а | < я

- '/» < Re v < 3/2, v ^ V»

navy'h[U_v(ay)-Y_v (ay)]
2 cos (vn)

A0) 1, |arga|<n
Re(p+v) >0
Re (p - ц)< 5/2

X
sin (p +У-ц)яГ(ц + I)

X \ 7, "т\ г (v + т + 1) Г (Т
- ц)

!Г [2~* v-p +
-X

2~'sin2~' (р + у-ц-т)я

r[2-'(!i-v-p + m + 3)] Г
t = Р + v + 2m

2г4
Re а > 0, Re v >

- 1

A2)
Re a > 0, - 1 < Re v <

aV''2

A3)
Re a > 0, - i/2 < Re v < 5/s- 2 cos (\>я)
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A4)

A5)

A6)

A7)

A8)

A9)

B3)

B1)

B2)

B3)

f(x)

x~v-'''(x2 + a2)-\
Re a > 0, Re v >

- '/г

xv+H*2 + a2r'/2,
Re a > 0, -1 < Re v < '/г

x'h-v (x* + a2)-'1'.
Re a > 0, Re v >

- '/2

*-v !/2(*2 + a2)
v "A,

Re a > 0, Re v >
- '/2

xv+v2(a.2 + (x2)-v-V2i
Re a > 0, Re v >

- V2

^+Vs(Aa + a2)-v-'/8i
Re a > 0, Re v >

- 1

x^'A^ + tf)-1*-1,
Re a >0

- 1 < Re v < 2 Re ц + a/j

x*-'''(x* + ai)-v-\ Rea>0
- Re v < Re Л < 2 Re ц + 7/г

*-'/s (a2 - д.-2)-1/2, 0 < ж < а

0, a < x < со

Re v > - 1

0, 0 < x < a

x~'k (x* - a2)*'1*, a<x<oo

OO

f / (дг) /v (xy) {xtjL' dx, у > 0

0

2-1TO-v-I2/'/s[/v(a2/)-Lv(a2/)]

2W+'4v+,A(oj)

nI^2-V/'-v[/v_,/,(ai,)-
-l-v_,/2(a//)]

"va~2V/2+v r(v+I> s-
И

» rBv+l)
X

X/vB~1a//)/CvB" a//)

jx'V'-V2
2vea»r(v + V2)

l/V+'Ait1/»
2v+'adayr(v + 72)

21*Г(м. + 1)

»v + '/г Г (Я/2 + v/2) Г (Ц
- Я/2 - v/2 + I)

2v + la2n-^-v+2r(ll + [)r(v + 1)

'

X ,F2(Jv/2 + v/2; V2 + V/2-H,

v+1; 2 г/2а2)+

^n-X+Vjn^ + v/S-n-l) w

22^-^+3 Г (V/2 - W2 + H + 2)

X if2 (Ц + 1; H + 2 + v/2 - Я/2,

H + 2-ty2_v/2;2-ya2)

2~W'[Jv;2B-lay)f

-2- ^//%v/2 B- lay) Kv/2 B- 'a//)
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B4)

B5)

B6)

B7)

B8)

B9)

C0)

C1)

C2)

C3)

fix)

x'i'-v (a* - х2)-''2, 0<х<а

0, а < х < оо

xv~4> {а* - Ху-''\ 0<х<а

0, а < х < оо

Re v > - V2

0, 0 < х < а

X-V-V2(,v2_a2)-V-V2i
а < х < оо

1 Re v |< '/2

xv+1/2(aJ-x2rv-'/\ 0<x<a

0, а < х < оо

I Re v |< '/г

0, 0 < х < а

x-V+'h (*2 _ a2)V-V2> а<х<оо

lRev|<V2

xv+'k (а2 - x2)~v-'l>,
0<х<а

0, а < х < оо

- 1 < Re v < - '/2

0, 0 < х < а

xl2~v (х2 - а*)ч-'\ а<х<«,

V2<Rev<5/2

хЧг-у (аг _ х2у> Q<x<a
0, а < х < оо

Re ц > - 1

0, 0 < х < а

x'*-v(x2-aY, a<x<oo

Ren>-1, Re(v-2n)>Vs

xv+lh(a2-xT, 0<x<a

0, а < х < оо

Rev > - 1, Ren > - 1

со

J* f (x) Jv (xy) (ху)'/г dx, y>0
0

2-W'-x_,A (e»)

2v-y/«r(v + V2)a2v2/V2-vX
X[/VB-W)]2

-2-v-'a-2vr(V2-v)?/v+V^X
XJvB~!ay)Yv{2~lay)

n~4'2~v Г ('/г
- v) yv-'h sin (аг/)

„-7*2-» Г (i/г + v) i/~v~'/2 cos (аг/)

2-1-V/T(-V2-v)a X
X cos (ay) yv+4>

2-v-in-'Ae-i r (v _ I/2) j,'A-v x
X sin (ay)

j,H+7jr(v)

211ГОх + 1)а1+11-%'гГ11-'/2Х

^rdx + ij^-V+^+'x
X /V+n+! (ОД)
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C4)

C5)

C6)

C7)

C8)

C9)

D0)

D1)

xv—'h (a2 _ д.2)^ о < x < a

0, a < x < oo

Re Л > - 1, Re (|x + v) > - 1

Re v > - V2

Re a > 0, - 1 < Re v < 5/2

Re a > 0, Re v >
- '/*

x-''1 (x2 + a2)-'/s X

Rca>0

Rev>-1, Re|x<3/2

Re a > 0, Re v >
- I

_Rea>.0, .fie.(.v-ц)> -.1...

0,
"

6 < x < a

x"'1* (x2 - a2) 'X
¦'¦' ;

a < л; < oo

Re v < '/a

CO

f / (x) Jv (xy) (xy)xl> dx, j/ > 0

a2J.+M.+v+ lj/v+V2B(^+ I] p./2 + v/2 + V2)w

X 1F2 \ 2—~; v + '•

2V Г (v + У») Я"''2 X

XZ>_v_,A(ee"'VA)x

Х/Су_,/гB~'аг/)

я '2а'- v
X

X exp [- 2~1ay]lv-Jli B~'ay)

Г('/2 + у/2-Ц/2)ч,

ау'/з г (v+1)

X Wn/a( v/2 (a#) ^-n/2, v/2 (ai/)

X[sin B"!aj/) /V+Ife{2~lay) +
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D2)

D3)

D4)

D5)

D6)

D7)

0, 0 < х < а

х-*1* (х2 - а2)-''* X

x!k(x'-<i!)''fl +

+ [je_(*._a.)*F-1}>
а < х < оо

Re v < 5/г

х-'к (а2 - х2)~'!г X

+ [х-1 (а*-#)*?},
0 < х <а

0, а < х < оо

Re (ц + v) >
- 1

0,
'

' '

0 < х'<а
х-'1'2 (.v2 - а2)-''- X •

+ [x_(je._a.)v,f}i
а < х < оо

Re ц < 3/г

х-2м-1/2(а2-х2)-'/2 X
X {[a + (a2-*2)''2f +

+ [а-(а«-^И,
0< х<а

0, а < х < оо

Re Bц) < Re v + 1

*и-'/2A -2ах +а2) "-'¦'',
0<х< 1

0, 1 < х < оо

Re(v4-n. + i/2) > 0

xv+5/=(.v-4 + 4a4)-v-'/2,
1 arg а j < я/4, Re v > '/в

|/(дг)А,(^)(дгу)'лйдг, у>0
0

«'Aav-''' X
. x{cosB-]ay)Jv_u2B-lay)-

-smB-1aJ/)rv_1/2B-1a.v)]

-2 V^[/(v+|i)/2B ay)x
X Y(v_M/2B~1ay) +

+/(v_w/2B-'a«/)>'(v+W/2B-1a«/)]

av В C/2 + v/2 + Ц, 'k + v/2 - Ц) yv + '/a
s,

Г A + v)
's

Xifi(V2+v/2-n; v+1; ~iay)X
X1F1C/2 + V/2-H; v+1; /аг/)

Cm. Bose S. K., 1946: Bull. Cal-

Calcutta Math. Soc. 38, 177-180.

n'V''= + v/v_i (aiOKv_i (a</)

23v-]a2v-21-(v + 1/y
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D8)

D9)

E0)

xv+1

xv+I
X [b

o,

'*(x4
|ar

-t

X {
-(a2

/

+ 4aT
ga|<

±2a2x

a + (a!

- x>L>

(x)

-v-V

я/4,

2 + 6

— x

n

Rev> -

4)-V! X

0<a<

Rev> -

0< x <

a<x<

Re v>-

'/2

б'
'/2

:a

OO

-1

OO

/ (x) /v (хы) (хы)/2 rfx, у > 0
.;

0

irV+'An%/vWJ?v(Blfl
a2v23v r (v + i/2)

F2 + a2)~x 2vy'u X

1"*''""*J

2^~'/2соз(а^-2~Чя)

8.6. Показательные и логарифмические функции

A)

B)

C)

D)

(б)

F)

Re a > 0, Re v > -1

Re a > 0, Re v > 0

xm+4,e-ax> Rev>_m_2

Re a > 0, Re v >
- 1

Re a > 0, Re v > - '/2

a > 0, Re (jx + v) > 0

yl"-~v (a2 + y2)~'h[(a2 + y2)''* - a]v

{~1)т+1ат+Г^иа,+ ,14.,, i

n-'/22v+'r(v + 3/2)a/'+'/JX

2vn~"'/2 X
xr(v + V2)(/v+'-(a2 + (/2)-v~I/2
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G)

(8)

(9)

A0)

A1)

A2)

A3)

A4)

A5)

Пх)

xv-%~axr
Re a > 0, Re (|л -1- v) >

.v""'/*exp (— ax2),
'

Rect>0, Rev>-

л:'/2ехр(- ал:2),
Re a > 0, Re v > -

Re a > 0, Re v >
-

Re a > 0, Re v >

xv+ '-
exp (± iax2)'

a > 0, - 1 < Re v < 1

Rev > -1 -

Д.М--72 exp (_ ax2^
Re a > 0, Re (u + v) > -

x-V,e-alx^ Rea>

0

1

2

1

0

/2

2re

1

0

CO

J f (x) /v (xy) (xy)
0

»V+Va r(H+V). 4,

pV(y_t4" v j^ (v-Ь f)

/ 11 J_ V

л '2 ' V 2
'

Л

2v(a2-!_„!) (H+v)/5

s, F f M- + V

X2/-i| 2 ,

V

"'V/2
ex f tf2 W

2а'А
CXP

\ 8a /

„>/,„'/,
^

/ y2 \

у Г 1 "

. 1

Л 1 i

v/2 '/2 1 1

,v+'/2 / 2
\

lia^TT еХР\-17)

yv+V2 __

Г /v+
Ba)V+l "'4- 'I '<

2—„v+V2exp

yV+ Vzr (V/2+H/2 + V2)

2V+1fl/vtr+ir<V+
Г (V/2 + H/2+V»*

^,

X exp (—|—^

2^/v[B«2/I'']/(v[

1/1
й:с, «/ > 0

Ll + V + I

2
'

+1; ~-^) =

Г fV -4- I)

1 — ,U +¦ V

0 »

1 1" y' 11 ' (a2 + r/2) J

4a jj

)

4a,)-

^/2,v/2(-|-)
2aiO'^]

3 Г. Ьентмен, А. ЭрдсЯи, т. 1J
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A6)

A7)

A8)

A9)

B0)

B1)

B2)

B3)

Их)

v-s/2 -а/х~&х
а е ,

Re a > 0, Re p > 0

х~' ехр {- ах'12),
Rea >0, Rev>-V2

A-v+'/2exp[a(l--A-2)], 0<*< 1

0, 1 < х < oo

Rev>-]/2

xv+1/2exp[-a(A-2 + B2L
Re a > 0, Re p > 0, Re v > - 1

x-1/2(p2 + x2)-'/2x
X ехр[-а(р2 + А-2)'Н

Rea> 0, Rep >0 Rev>-1

xv+i/l (P2 + x2)-'b x
X ехр[ш(й2 + д;2)Ч

a > 0

Re В >0, -1 < Rev< '/2

xv+I/4B2 + x2r'/2x
X exp[-a(P2 + x2)'/2],

Re a > 0, Re Й > 0, Re v >
- 1

х[(х2 + р2)^-рГх
X ехр [- a (x2 + Р2)Ч

Re a > 0, Re p > 0, Re v >
- 1

OO

| / (x) /v (xy) (xy)':°- dx, y>0
0

XKv{Ba)'/2[(P2 + «/2)'/2 + p]'/2}

я-^2'/2 Г (v + V2) X

Xfl-».1AB"V"V'*)X
XD_v2_,/2B-V2ae-"'74j,-V.)

B:a)-v-1(,'/,+v[?/v+iB/ai y)_
- ([/v+2 Bw, j/)]

(л/2)-1/2аВч'+8/2 X
Xjv+1/l(!/2 + orv"!/'X

XKv+%b(y* + a>)'!>]

y%l2{2-^[(a' + y2)'k-a]} X

X^v/2{2-Ip[(a2 + 2/2)'/! + a]}

(rV^Wvx
X (a2 - j,»)-V.-v/y/. + v

X

ХЯ^_,/2[р(а2-2/2)Ч
0<«/<a

21/^-1Ap'/,+v x
X(/'/2+vB/2-a2)-'/4-v/2X

X^v+vJPB/2-a2L
a < г/ < 00

(n/2)-l/»pv+'/«X
X «/v+'/s(a2 + i/;!)~v/2~'/4X

X/Cv+vJP(a2+f/2)'/2]

^+'/2[и + (г/2 + а2I/!]"УХ
X («/2+а2Г1/г Х

X exp[- p(//2 + a2)'^]
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B4)

fix)

/-!«U2 + PT1/!x
х [(х2 + р2)'/2 + р]~а х

Re а > 0, Re р > 0

Re(v+a) > -1

OO

[ / (х) /v (xy) (xy)'k dx, y>0
6

pr(v+l),V,-
X

X ^"(t/2, v/2 IP [{у2 ~Ь Й2)
'2 —

CtJj X

— 072, V/2 \|3 [{y2 -{- Ct ) + C-Ij

Относительно преобразований Ганкеля других функций, содержащих
показательную функцию, см. таблицы преобразований Лапласа.

B5) х^ In х,
- Re v - 3/2 < Re ц < 0

2M--V2 Г((Х/Э+-Г/2+3А) ч/

8.7. Тригонометрические и обратные тригонометрические
функции

A)

B)

C)

D)

х
'^

sin (ax),
а > 0, Re v >

- 2

х '2sin (ax),
а > 0, Re v >

- 1

xv+ '2 sin (ax),

a>0, -3/2<Rev<-'/2

xv~*'2 sin (a.v),
a > 0, - 1 < Re v < V2

cos B~' nv) ijv+'!- (a2 -1/2)" 2X

x[a + (a2-^I/2]~V, 0<y<a

у1/г (у2 - a2)~'/2 sin [v arcsin (a/y)],
a < у < oo

v~IsinB~Inv)(/v+'/2 X

x[a+(a2-«/2)V2]~V) 0<j,<a

v~I^//2sin [v arcsin (a/y)],
a < у < oo

- 21+%>я-''2 sin (w) Г (v + 3/2) a X

X«/v+'/2(a2-«/2)-v-3/>,
0< ;/<a

-21 + vn-'/2r(v + 3/2)X

x^+l/l(j!^!)-vJ/l.
a < у < oo

[r(V2-v)rVW+'/2x
X(rt2-2/2rv-'/=, 0<^/<a

0, a < у < oo

3*
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E)

F)

G)

(8)

(9)

(Ю)

(И)

*'/' vsin(a*)

x-v+a»+V,sln
a '.

x^ '2 sin (ax)
a > 0,

XV-'A (x2 + p2

Rep >C

Ref

Rev>—1, a

a>

a > 0, Re v

(ax),
> 0, Rev>2«

- Re v < Re \x

)~l sin (ал:),

,
- 1 < Rev

> 0, Re v >

>0, 0<ф,г|1

<Pcos*sin(*a;
0, 0 < ф, iji

Rev >

+,.

<3/2

a > 0

<3/2

a > 0

-'/*

<я/2

<я/2

-3/2

оо

6

о,

2l-v

0,

(-1)

ХГ{

Ух+

X,

2-'л

a'/'v"

0< у <а

n'/2a[r(v-V2)]"'(/'/2+vX

0 < у < а

«2v-2rt-yrt-v+V2B«+l)!X
v-2«-l)[rBv-2ra-l)]~IX

a < у < оо

/» Г (v+u)sin [2~'n (v + u)] w

/'M-V + .U V + j-L . у2 \

i\ 2 ' 2 >V|^'a2J'
0<г/ <a

Г ("/г + v/2 + Ц/2) чу

/' V ('/2 + V/2 - (i/2)
/1 + v + n l +n-v 3

_
az\

V 2 '
2 .,' 2

'

X/2/'
a < г/ < oo

0<г/<а

"'
(sin ф)'/г (tg ?/2)v sin (va]3),

Z Я 1- (V + /2) X

X (cos2 ф + sin2 г|) cos2 ф)~'^~3/г X
X sin [(v + 3/г) «],

y = a sincp
tg (a/2) = tg ф cos ф
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A2)

A3)

A4)

A5)

A6)

A7)

A8)

xv-%-xa cos Ф cos ф
sin {xa sin ^

a > 0, 0 < ф, ф < я/2
Re v >

- 1

л:~^3 sin (ax2),
a > 0, Re v >

- 3

x'- sin (ax2),
a > 0, Re v > - 4

xv+V2 sin (ax2),
a>0, -2<Rev<'/2

xv+'/2sin(ax2), 0<л-<6

0, .,
b < x < oo

Re v >
- 2

x~'exp(-aA;1/2)sin(aA:1/2),
a > 0, Re v >

- 1

xv+'/2sin[a(A;2 + p2L a>0

Re?>0, -1 < Rev<-'/2

oe

f f (x) /v (хг/) (x«/)'/j dx, у > 0
0

2^-'^-'/' X

xr(v + !/2)(sin9)v+1''s X
X (cos2 ф + sin2 ф cos2 f)-v-'/2 X
X sin [(v + 3/2)a], «/ = asinf

tg (a/2) = tg ф cos ф

"Ysinf1'2 v+1n)x2aVj V8a 4 У

i?h(?-f)^2-./2(?)-
--(?-vf)w/2(?)]

gv+lev+l C°"Ua 2 j

X [sin(a?2)[/v+iBa?2, by)-
- cos (аи2) Uv+zBab2, by)]

i2-'/«n-V. x

xriv + 'W-D-v-iife '')X

x[?)_v_I/2(/a^-'/2)-
-Л_,-./,(-^-1Л)]

(rt/2)'/japv+% X
Xyv+*(a*-yVv/S-'/4X

x{sin(vn)/v+5/![p(«2-2/2)'/2] +
+ cos(vn)Kv+8/2[p(«2-2/8)'/2]}.

0<г/ <а

-(n/2)~1/3aPv+8/lX
X«/v+'/2(r-a2)-v/2-5/'X

•X/rv+./l[p(y»-a»L
а < у < оо
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A9)

B0)

B1)

B2)

B3)

B4)

xv+'l> (p2 -

X sir

Rep

xV+'k(b2.
X sin

b

х-'Ь(а*-

-*-'/»(*¦

Xsin[6 (
- xv+'h (j

0,
x'^sini

!(x)

P2)-'A x
X sin [a U2 + Р2)'/г],

a > 0

Rep>0, Rev>-1

i-rT^X

[a(p2 + x2L a>0

> 0, - К Re v < >/2

\-x2)~2X
[a (x2 + &2)'/2], a > 0

> 0, - 1< Re v < 7/2

x2)-'1' X
X sin [b (a2- x2)4

0< х < a

a < x < oo

6>'O, Rev>-I

-*2Г'Ах
22 - л:2)'/г], 0 < x < a

i'2-a2)-'/2 X

Xexp[- b (x2
- a2)'''2],

a < л: < oo

6 > 0, Re v >
- 1

0 <x< a

Ь(х*-а>)Щ,
a < x< oo

6>0, Rev>Vs

J / W ^v (*#) (jcy]
0

2~]яу'А X
X /v/2{2~'p [a-

.

(o-'o f
-v/2 I P la

2-'/Jjt%p>A + v
x

X y'll+v (a2 - j

x /_v_>

o,

ayHvKv (yb),

2~'яг/'/2 X
X /v/2{2~1afF2H

XKv/2{2-«[

2-VV+V' X

X F2 + i/2)~v/

XKV+

0,

2-'/!n/2a'>-vbyl>-v^
X (y2 — 62)'

X /v_8

'/=
dx, y>0

а2-у2)Ч']} X

2 2\'Щ-r\a-—y) if,

0 < у < а

2)-','«-v/2 x

JPCa2-^I/»],
0< г/<а
a < ^ < oo

2/>a

-г/2)'/г-б]>Х
й2 + «/2)'/2 + й]}

„Да(й2 + г/2)'/2]

0 < у < 6

X

;/ ~ " X

,2[а(г/2-62I/2],
6 < г/ < oo
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B5)

B6)

(*» + е*)'А
X sin [a (х2 + р2)Ч

а >0

Re р > 0, Re v >
- 1

0, 0 < х < с

x1/»-v0c» + ft2rl х
X sin [a (х2 - с2)Ч

С < X < °о

Rev>-3/2

OO

\f(x)Jv(xy) (xy)''*dx, y>0
0

»v+«/i

[a + (oJ-^]V(a8-//')'/2
'4

Xcos[p(as-«/2)'/2 + 2~'nv],
0<г/<а

г/-'/2(«/2-а2)-1/гХ
Xexp[-pB/2-a2)'/2] X

X sin [v arcsin (a/y)],
a < у < oo

2~ V26~Vexp [- а (с2 + 62)'Л] X
X /v (&*/),

Относительно преобразований Ганкеля других функций, содержащих
синус, см. таблицы синус-преобразований Фурье.

B7)

B8)

B9)

C0)

*-3/2cos (ах), а > 0

Rev > 0

jcv+1/2 cos (ах),
а >0, -1 <Rev<-'/2.

xv~'k cos (ox),
а > 0, | Re v | < '/2

x~v~'k cos (ax),
a>0, Rev>-V2

v~IcosB-IvrtJ/v+'/2X
X [a + (os-tf»)'A]"v,

0 < «/<a

v~'«/''2 cos [v arcsin (a/y)],
a < у < oo

2I+VA [Г (- </2 - г)] i/v+'/2 X
X(a?-y*)-v-\ Q<y<a

0, а < у <
oo

-2vnr1/2sin(vn)rG2 + v)X
X «/V+I/2 (a2 - y2rv~\ 0<y<a
2vK-lbTDi + v)yv+><>X

Х(у2-а*)-*-'Ь, а<«/<оо

0, 0 < у < а

nIA(»»-es)v-1/a

a < (/ < oo
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C1)

C2)

C3)

C4)

C5)

C6)

C7)

x-v-2e-%cos(ex),
о > 0, Re v > 2я - !/2

jt^-^cos (ох),
а > 0, -Rev < Re ц < 3А>

xv+'/4-«2 + P2)"lcos(aA:)l
a > 0, Re p > 0, -К Re v < '/г

*-v-I/«(x2 + P2r1cos(auc),
a > 0, Re p > 0, Re v >

- 3/г

х—гlie-xa eos Ф cos ip
^

X cos (xa sin ф), a > 0

0 < ф, ф < я/2, Re v > 0

^v+Vjg-Jto cos cp cost
^

X cos (xa sin t|)), a > 0

0 < qp, i[) < я/2, Re v >
- 1

xv- 'ke-xa cos Ф cos Ф
x

X cos (xa sin ф), a > 0

0<ф, г|)<я/2, Rev>-'/2

j/Wivta'iW1-^ </>o

0, 0 < у < a

(_l)"j/-V+
2«+ V22V-2«-I><

X Г (v - 2re) X

X [ГBг-2га)Г'Bл)! X

X^-aT^-^C^Maf/-1),
a < у < oo

j;V4-V2 r(v+M,)cos[2~'n(v + H)] w

xsF,(vr.-v+"+!;v+i: f;>
0<//<a

ги-'у'/г-иг^д + ц/а ч/

Г A + v/2 - ц/2)

ч, /г ('v + M. U-v. 1 a'\
A 2 ' V 2 ' 2 '

2
'

у2 /
'

a <y < oo

Pvch(ap)^^v(pj,),
</>a

г-'яр-^-'в-0^'4^»»).
0<r/<a

a'/;v-' (sin ф)''- (tg <P/2)V cos (vi|>),
y= а вшф

2v+ln-^T(v + °U)X

Xa-v-''Hsln<p)v+l''X
X (cos21|> + sin2 ф cos2 ф) ~v~s/: X

X cos [(v + 3/3) «], y = asinq>
tg (a/2) = tg ф cos ф

2V-'/2a-v-'/=r(v + 1/2) X

X (sin ф)%'+1/2 X
X (cos2 ф + sin21|) cos2 ф)~'^-'/г x

X cos [(v + '/s) a], г/ —a sin ф

tg (a/2) = 1g if соч ф
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C8)

C9)

D0)

(•11)

D2)

D3)

D4)

/ (х)

х~'!'cos (ах2),
а > 0, Re v >

- 1

х 1* cos (ax2),
а > 0, Re v > - 2

l-v+i/:i cos (ax2), - 1 < Re v < V2

xv+'h cos (ax2), 0<x<b
0, b < x < oo

Re v > - 1

x~l exp [— ax'''2] cos {ax'1'2),
a > 0, Re v > - Va

xv+1/4:os[a(r>-i-p2L
a > 0

Re 8 > 0, - 1 < Re v < - '/,

x-^(x2 + p2)-1/2x
X cos [а (л-2 -i- p2)H a > 0

Rep > 0, Rev > -I

OO

jf(x)Jv(xy)(xyL'dx, y>0
0

2a% \sa 4 /<

x /ve D)

8e'» 1 \8a 4 /

X 7v/2+vA"^r) +

2V+iavfi "m\ia 2;

Ba)-v-V+'/sX
X [sin (a62) t/v+2 Ba62, 6г/) +

+ cos (аи2) [/v+iBa62, by)]

Г (v+ Vj'D.v.i/j (ay-'k)

(rt/2)^apv+V+'/2X
Х(а2-г/2)-^-3/'Х

x{cos(nv)/v+,/3[p(a2-^)'/2]-
-sin(w)Kv4.3/jMa2-2/s)V2]},

0<г/<а
0, a < у <

oo

2~ V/s X

X /v,,{2-1p[a-(a2-^]}X
X K_v/2{2-1p[a + (a2-2/2)'/2]}>

0 < // < n

i
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D5)

D6)

D7)

D8)

D9)

E0)

/to

xv+1/2U2 + C2)-'/2X
X cos [a (х2 + fF)'1'], а > 0

Rep>0, -I <Rev< '/г

XV+^ (x2 + Ь2)~^ X
X cos [а (а;2 + b2)'1'}, a > 0

6 > 0, - 1 < Re v < 5/г

*-'/2 (a2-*2)~'/2cos [i (a2-*2O'],
0<x<a

0, a < x < 00

Rev>-1

**+'/. (a» - *•)-'/•><
X cos [6 (a2 - *-2)'/s], 0 < x < a

0, a < x < 00

Rev> - 1

0, 0 < x < a

x>'-v (x* - a2)-1k X
X cos [b (x2 - a2O2], a < x < 00

6 > 0, Re v >
- V2

x'/*-v(x2 + p2r'/2X
x[(x2 + p2)'/2-p]VX

Xcos[a(x2 + p2L
a > 0

Re p > 0, Re v > - 1

OO

| / (.v) /v (xy) (xy)'1' dx, у > 0

jtV2[572+\y/2+v

2'/Ma2-S2)'/<+v/2
'4

X y_v_,/,[p(a*-^L
0< y<a

21/.Jt-1ApV.+vyv.+v(y,_a»)-V<-vy2x
X/Cv+I/2[pB/2-a2L

а < (/ < 00

(/V /<v F(/), (/ > a

2-V/s X

X/v/2{2-'at(&2 + </2)'/2-&]}x

X/vfi{2-'a|(i4# + j])

2"VV+I* X

X/+1/'(i! + </!)-v;2 /(X
X/v+l/l[a(J4rt''i

0, 0 < у < b

2" VAa'A-v X

X(/'/2-v((/2-i2)v/2-'AX

X/v_,/2[a((/2-i2)'/2], &<</<oo

-</v+1Ma + (a2-</2)'/2]~VX
X(a2-(/2)-'/2X

Xsin[p(a2-y2)''42"-1av],
0< у <a

y-iJ> (y2 - a2)-'1* X
Xexp[~ p((/2-a2)'/2]x

X cos [v arcsin {a/y)],
a < у < oo
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E1)

1(х)

0, 0 < х < с

~}1г—V/,.2 j «,2ч
— 1 /„2

_
„2\ —'/2 VX \Л- ( " j \Х

—

С
J ^ч

X cos [а (х2 - с2O2], с < х < оо

Re v >
- 7г

oo

/ (x) ^v (xy) (xy) dx, у > 0

0

0<(/<а

Относительно преобразований Ганкеля других функций, содержащих
косинус, см. таблицы косинус-преобразований Фурье.

E2)

E3)

E4)

E5)

Xcos[(v—1) rccos х],
0<*< 1

0, 1 < X < оо

Rev>0

¦у— '/г /1 ».2\ —'/a v

X cos [(v + 1) arccos x],

0<x< 1

0, 1 < x < oo

Re v > - 1

x~''2(l — x2) '2cos (|i arccos x),
0<x< 1

0, 1 < x < oo

Re (ц + v) > - 1

0, 0 < x < 1

x'h (яг _ j)-1/! cos (v arccos ^-1^
1 < X < oo

Rev > - 1

2-VV(,+v)/20//2)W2(,//2)

(/
2
cos (.у - 2 vn^

8.8.

(l)

B)

Гиперболические

2xV-'/2

e -

y, x ch зс+sh x

X
shBx)+2A;

И

Re

обратные гиперболические функции

V > — У2

n-'h2vllT(v + l;.,)yv+'l2x

n=l

Относительно этого и подоб-
подобных интегралов см. Boit M. А.,
1935: J. Appl. Phys. 6, 337-375.
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C)
sh (Ял:)

'

| Re a | < я, Re v > - 1

OO

J / (x) Jv (xy) (xy)'k dx, у > 0

0

00

Относительно других подобных интегралов см. Weber H., 1873: J. of
Math. 75, 75-105.

D) ¦

E)

F)

G)

(8)

Rev> - 1, lRe|i| < 3/4

дс~''»A + х*)~'/г ch Bu arsh x),

Re v > - 1, |Ren| < 3/4

0, 0 < x < 1

x~'h (x2 - I)''1' X
X ch[(v- 1) arch*],

1 <X< oo

- V2 < Re v < в/г

0, 0 < л < 1

X ch [(v+ i) arch*],

1-<*<оо

-5/2<Rev<Vs

0, 0 < x < 1

Л ^Л 1 1 Ctl \[Л
al Lit -*7)

1 < ^ < 00

2~In'/'2 [cos ((//2) /v__i,,(///2)] —
— sin {у/2) Уv_i,2 ((//2)]

— 2 л '2[sin ((//2) /v+i/ (г//2) +
+ cos(#/2)Kv+1/2G//2)J

Y Ff (nlO\ V (ii!O\ -4-
X L (v + p,)/2 \»'^ JCv-fi)/2 ^/^ ^

(i)

B)

0,

xv+'/j

8.9. Ортогональные

- х2)~Чг Тп ix), Q<x<\
1 <X< те

Re v >
— я - 1

гхр (— *2) L^(.v2),
Re v >

- 1

2

многочлены

—•-. (/II)-v

/2) /(v_

X exp (-

(///2)



10] 8.9. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ 45

C)

D)

E)

F)

G)

(8)

(9)

A0)

/to

х^'-ехР(-х2/2)^(Л
Rev> -1

**"+*+'/. ехр(--*2/2)х
х il+n{x2tA

Re v> - 1

Re p > 0, Re v > 0

xv+'^exp(-a/)[L,f (a;c2)]2,
Rea> 0, Rev >- 1

xv+'<''exp(-$x2)\Lf (ax2)]2,
Re p > 0, Re v >

- 1

x*+1^xp{-ax2)LvmHax2)x
XLl(ax2),

Re a > 0, Re v >
- 1

Re v > - 1

0, 0<x'<a

^+'A-v(^_a2)V-2«-V,x
X C^'~2ra (a/.v), a < x < oo

2/?. - Vo < Re v < 2я + ','.,

oo

[ f(x)Jv(xy)(xy)'kdx, f/>0
6

(-l)nexp(-j/2/2)yv+IA^(^)

</2" + v+^exp(-</2/2)q+'4//2)

2_v-ip-v-n-l(p_a)nr/v + 'Ax

x«p(-*)^tiir|fe-l
(га)-1-1^''^

-4^-r(rt+l + v/2)Bp)-v-1 x

Xexp(--^)x
v V (~ '/ Г (n- Г + ',У Г (i + Vs} v"

л^ r(/ + l + v/2)(«-/)l
•'

'

/ = 0

v//2a-E\2' v f <uf |

(-l)"I-|-"Ba)~v-|vY+'/:'X

Хехр(-^-)С'г""Шх
ч^

, v—a+m-nf у2 \

2-v-1/-|-'/'exp(-,/2/4)x
xi:№)ir°№)

(_l^22"-v+'rBv-2«)X
X [Bп}!Г (v-2h)]~' X

X y-v+2n-4> cos (ay)
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(II)

A2)

A3)

0,

x2n

2л

лл'-

X <

0,
Re

xv~

X

o,
Re

-v+=

xc.

+ Va

-/¦A

X

J2tt+

a >

И.(,
X

a >

/а (л2 -

< Re л

-л-2)"
sin [a

[(l —

0,

-Л
cos [u

2[(l-

0,

fix)

(a/*),
<2n

 /2x
A -X

«:2)V2j,

"'''2 X

A - л-2

v-2)Vs,

0<л

a<x

+ 3/2

)'/2] X
Q<x

1 <.v

Rev >

)'''!] x

0<x

1 <x

Re v >

<a

< CX)

< 1

< oo

-V2

< 1

<^ 00

00

0

(-1)"

(-1)"

X

X

(-1)"

X

X

x) /v (ХУ)

2^п—v+2 y

>«+ 1)!Г

2-'Ая'АХ

i/v+1'-(a2

X v+s/s

2-'Ая'Ах

//v+1/2(a2

C^'
+ '/2[a(
X JVH

(л-1/)'Л

Bv-

(v-2

H-//2)"

//2 + c
r

+2n

+ «/V

,V2 + 0

h'/2 + 2«

2и-

i- 1)]

-Y/2-V

t2)~'/2
2

a +y

-v/^-V

Г//у2 4.

/>o

I)X
"'

X

n(ay)

1

у

X

)¦"]

4x

x

2\'А1

8.10. Функции Лежандра

A)

B)

C)

D)

Re v >
- 1

- 3/2 - Re v < Re ,u < Re v + ll±

0, 0 < x < a

a < x < 00

| Re [x |< Va Re v >
- 1

0, 1 < x < 00

- 3/2 - Re v < Rejx < Re v + V»-

X P"^! [a (a2 + л-2)"'''2], Re a > 0

Re v > — 1, Re [x > l/2

2'/,-vn-V1[AV + Vsb-1%)]2
Г (V + R + 3/2) Г (V - R + V2)

r('/2 + H + v)r(V:. + v-WBJ/)v+1A w

BЯ)'/г [Г (s/, + V)l3

X 1^1 (v + p. + 3/2; 2v + 2; r(/) X

X i^j (v + |.i + 3/г; 2v + 2; - /y)

Г (ц + v)
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E)

F)

G)

(8)

(9)

00)

(И)

A2)

*v+v4*2 + a2)v/2X
xpJ

*' +

2e\l,I 2a (д;2 + аг)/2 J
Rea > 0, - 1 < Rev < 0

*'/'-v(*2 + a2rv/2 X

p
Г x2 + 2a2 7

Re a > 0, 0 < Re v < 1

;^{p-'4(l+aV)V<]}2,
Rea>0

-!/4<Ren<-'/4, Rev>-1

л'/гA+а2х2)-'/2Х
ХР-*[A+аУ)''!]х

Rev> - 1, Rea >0

-7U<Re\x<-4<

л'/2 A + a2x2)~'/2 X
XP-'/2-v/2[(l+a2x2)'/j]x

X Pl*-vl2 [A + aWL
Re v >

- 1, Rea > 0
- 5Л < Re [x < V.

Qv_Vj [(a*+ **)*-«],
Re v >

- i/2

XQ^(±i«), Rea>0

-3Л-2~' Rev<Re^i<
< 1 + Rev

(x>+2)-v'2-''<Ql+^(x2r\),
Rev > - 1,

Re Bц + v) > - 5/2

OO

J / (a;) yv (л;//) (.v//)'/2 dx, y>0
0

B0)VH-lj,-v-V2 г„

(о-1аг)|2
яГИ) L^v+'/.V" "^J

X/Cv_./sB-Iaw)

2 K+vJ2 " ^]2
па Г A + H + v/2) Г (v/2 - ц) у'/2

j/'/2% + V2 B-'a-'w) Kn+.i/Jz-'a-'i/)
яа! l' B + v/2 + n) Г (v/2 - w

y>l'[Ktl + 4,B-ia-iy)]'
яа2 Г (v/2 + p. + s/2) Г (v/2

-

ц + '/j)

2~''2mj-'h exp [- (a2 - i/4)'/=(/] X
X .'v (sr/2)

г Bя)'/г е1л ^ T v'2:p'/«) а-у-1/а X

X/vB"!a~Ir/)K(lB~'a-1(/)

2-.v-''=n'/2e'v+'«myv+''2X
X^+1/,B-1^)/11 + 1AB-1/.i/)
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A3)

A4)

A5)

A6)

fix)

Re a > 0, 0 < Re v < 3/2

Re о > 0

Re (ц + v) > - 3A>
Re(v-n)>-V*

jt_v_,/2(t2+a2)V,-v/2><

Rea>0

0 < Re v < Re [x + 5/2

Rea>0

Re ii > - 3/4. Re v >
~ 1

OO

0

- и

X

гр-

грех р

/ (x) /v (xy) (xy

X /v_v, B~lay)

'™rr'b24 [Г (-V

"• U

-Ц-'/2, V +

sin (я\>) ,.7

Г (v+ix+»y V.

'v-V/.rc/.+ n-'

2vav + '/j r Bv)

X /Vf|x+,,.v_,
У 11/

(-2~'vn() T A +

a Г A + ц - v/2) у

)'hdx, у

>-Ч, x

^v-V, B~

2 + Ll + V)]

./2 (a//) X

Vi, v+'/г \Я

¦) _v_»/2

/ (a(/) X

^ + v/2) v/

'A
X

>o

•w

s2x

(a//)

:*)

(i)

B)

C)

.-2?--

8.11. Функции Бесселя

a > 0, Re v > - 1

a > 0, Re v > 0

v + i (ax),
a > 0, Re v> - 3/2

1/a
/v (u.v), a > 0

Rev+ V2 > Re Я > -'/г

0,

0,

аргумента ях

aV^v+ Vr.

X2F! [v

0

a

~'/2, 0

 /2, a *

0

a ¦

Г <v - Я. +¦ 1y

' + ' Г (v+I) Г

-Я +4, v

2v+ 1;

<У<

¦^ I/ "^

<y<

». + '/>)

1

(a + y

a

oo

a

oo

a

oo
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E)

F)

G)

(8)

@)

A0)

/(*)

x~ " lv+tn+i (ax)
a > 0, Re v >

- 1 - ra

x~'k I» (ax),
a > 0, Re ([x + v) > - 1

„V'-щ-'А / ,nY\X /p, (UX),

a>0, - 1 < Re v < Re \i

^-v+1/» /^ (ax),
a > 0, Re v > Re [x > - 1

*-*•-'/* /^ (еж), a > 0

Re (ц + v) + 1 > Re Л > - 1

a> 0

Re p > 0, Re v > - 1

J Hx)Jv(xy)(xyL>dx, y>0
0

0< г/<а

0, a < у < оо

v+V,a-v-l Г(рЛН-у/2+у2) w

b Г (V+l) Г(|А/2-у/2 + '/2)л

Хг^] (—j— , —о—; v+l; —y)>
0<г/ <a

При у~> а переставить ме-

местами [1 И V.

jjv-ii+i^+'a , .«ц-v-i

0< y<a
0, п. <С у <C oo

0, 0 < г/ < а

a < i/ < со

Г[2~' (n + v-?. + I)] o'V*-^'^ s.

2Л Г (Ц + 1) Г |2 (А, + v — ц + 1)J

^, Ц /lX, + V-k + \ H-?.-V+l

Х2^Ч 2 ¦ 2

a < i/ < со

У1'Iv (l/P) ^Cv (eP). 0< у <а

у
" /v (яр) /Су ((/8), a < у < оо

4 Г, Бейтмии, А. Эрлейи, I, II
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A1)

A2)

A3)

A4)

A5)

A6)

A7)

A8)

!(х)

x>U-2n (р2 + л.2)-! jv(ax)}
а > 0, Re p > 0

Rev > п- 1, « = 0, 1, 2, ...

а > 0, Re p > 0

1 + Re ц > Re v >
- 1

а > 0, Re p > 0

Reji-2ra+l>Rev>-«-l
« = 0, 1, 2, ...

*м--г+'/-'(|32 + -Г!Г1/ц(«),
а > 0, Re p > 0

1 + Re v > Re li >
- 1

^-v+sn+V.(p»+^)-i/(i(aJe)>
. а>0, Rep>0

Re v - 2« + 1 > Re u > - n - 1

ft = 0, 1, 2, ...

*'А(*а + РаГ1Л,-*|(в*),
а > 0, Re P > 0

Re v > a — 1

x-4* e~ax Jv фх),
Re а > Im p > 0, Re v > - V2

^-'/'e-«/v(px),
Re а > | Im p |, Re (w + 2v) > 0

00

J Длг)Л, (хг/)(х!/)'/jdx, I/>0

(-l)Bp-2V/lMi'P)Kv(eP).
0< 1/ <a

(-l)"p-V2/v(aP)Kv(|/P),
а < 1/ < 00

Pv"V1 V ("P) ^v (yP),
а < у < oo

(-«"p^+'V'MePKvteP).
a < у < oo

yV^Ml/P)^^),
0< г/<а

(-1)"р^+2пу1А/у(уР)^(аР).
0< y<a

(-1)%!/2/г(ур)^_2ге(ар),
0<у<а

я Р vv-vA 2Py j

p/yV+Ч, г (n + 2v)

jiali + 2v г Bv+I)

xjV^i-bv.^+v;
0

v + 1; —^) (sin «p)^ «гФ>

«2 = р2+г/2-2р//-Созф
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/(•*) J f (х) А, (ху) (хуI'' dx, у>0

A9)
^

1^(ха sin q,),
а > О, О < ф, ib < я/2 X Р;^1/2 (cos Ф) р-^1/2 (cos ф

у
—

a sin

Л/2

B0) /A (ал),
Re р > | Im а |

v + l) >0
X

vx
cos [(ц - v) 6]
—-

B1)
Rea> | Imp |, Re 11 >

- '/2
Sr~—~—~ (s'sinq>)*v x

X [(а + ///созфJ + р2]-и-'/2(

B2)
Re a > Im p > 0

Re (Я + [x + v) > 0

X

V Г(А + ц + у + 2т) / l
/' ml T (\i + m+ 1) V 4a2 ' A

m=0

-г, -ц-т; v + 1; (/2p~2)

B3) лг'^ехр (- px2) /v (ax),
Re p > 0, Re v > - 1

2|3 23;

B4) li(p^)) Rea>0
Re (ц + v + Я) > - 2

i/2 VI Г (m + v/2 + Ц/2 + Ц2)

+ 1, /p~2)

B5)
cos l

i

sin (
См. в главах I и II.
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B6)

B7)

B8)

B9)

C0).

C1)

C2)

C3)

C4)

f(x)

хъ sin (ax2) Jv(bx),
a > 0, 6 > 0, Re v >

- 2

x^cos (ax2) Jv (bx),
a > 0, b > 0, Re v > - 1

a > 0, Re v > - 1

a > 0, Re v > - 1

a>0, Rev>-'/2

a, 6 > 0, Re v >
— Vg

x'/2 /(v+n)/2 (a.^/2) /(v_n)/2 («*/2),
a > 0, Re v > - 1

x~44^(axj2), a>0

Re v + Re 2ц > - 1

a, 6>0

Rev >- 1, Re|t >-1/-,

oo

f (x) Jv (xy) (xy)*'2 dx, у > 0

0

2a C0S( 4a 2 )/v ( 2a )
M /2 ,

/
Q* -)- «^ ^jX \ 1 Ь U \

~~— sin i ''' "" ¦""'' ¦¦-1 ji) i' • — i

2a V 4a 2 /
v \ 2a /

a < z/ < oo

0, a < у < oo

0, a < (/ < oo

[|/2 — (a — ЬJ]л'~''2 [(a + bJ
— y2]v~'/2

|a-& | < у < a+b

0,
0 < у < | a—6 | или a + 6 < у < oo

0<г/<а

0, a < г/ < 00

(a/2J|i y-2^-'/* X
r('/, + v/2 + n)

X {г/7! IV2 ~ v/2 + (I, Va + v/2 + ц;

a < // < 00

X sin [(v - ц) я1 Q^Ci/1 (ch «),

0,
0 < у < b — а или fl + 6 < г/ < сю

26r/ ch u^a2~b2~if

2by cos v = b2 + y2 —a2
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C5)

C6)

C7)

C8)

C9)

D0)

д.

x'=-Y /ц (ал) /а (Ьх),
а, Ъ > 0

Re|x>-1, Rev>-V2

A.p-tJ.-v+'/. ^ ^ах^ j^ ^x^
b > a >0

Rep >-l, Re(p-|i-v)<V2

xP-H-v- /2
^ ^ад.^ ^ Fx),

b > a >0

Re p > 0, Re (p - jx
- v) >6/г

x~ ^/jj, (xa sin ф cos 1|э) /p (ал:),
а > 0, 0 < ф, л|> < я/2
Re (\i + v + p) > — 1

.v '2
/^ (л;а sin ф cos г|)) /v-(j (ax),

а > 0, 0 < ф, л|> < я/2

Re v > - 1

хх J» (ах) Jp (bx)

оо

f (x) Jv (xy) (xy) dx, у > 0

0

0, 0<у<\а-Ь\

\а~Ь | < у < а+Ь

а + b < 1/ < 00

2а6 cos и — а2 + Ь2 — у2
2ab ch v = у2 — а2 — Ъ2

0, 0<2/<6-а

2P-|x-v-lyv+V2a|xr(p)

0<у<Ъ-а

а-'/гг Гг~'A+а + р)]
Г(ц+ 1) r(v+l) Г [2" A-а + р)]

л

X (sin ф cos т|зI'1 (sin я|) cos ф)у+1/'2Х
v F Л+п-р l + ff + р

.
.

¦
9 \ п /1+СГ — р 1+СГ + р

sin ф; 2^1 ^ 2
, 2 ;

v+ I; sin2 i|)l,
а = |г + v, у —a cos ф sin ф

X sin (|хя) (sin фI* (sin i|i)v+1/2 x

X (cos ф)''2~у (cos ф)"^ X

X [cos (ф + г|>) cos (ф - ф)] ~',
ry = a cos ф sin i|)

Cm. Bailey W. N.. 1936: Proc.
London Math. Soc. B), 40, 37-48.
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D)

E)

(Г.)

G)

(8)

(9)

A0)

(")

A2)

fix)

*<V*-v)/3sinB-2a;t2)x
X /,v-VU/3 B~2a*2),
a > 0, Re v >

- 7a

x^-v)/;icosB-2a.v2)x
/ -—2 2\

X
'(V—1/2)/3 \2 °-v />

a > 0, Re v > - 1

a > 0, Re v > - 1

x'4vliB-2ax2)j_vliB--ax\
a > 0, Re v > - 2

*'''2 /v/4-n (a*2) ;v/4+p (a*2)-
a > 0, Re v >

- V2

a > 0, Re v >
- Vs

a>0, Rev>-'/2

a > 0, Re v > - '/8

^-2v/!/2 v («"').
a > 0, - Ч-i < Re v < 3

J /И/, (ху)(ху) '!Ых, y>0

a(v-2)/3^V,-v)W x

X ;(v~>/2)/3 V"^)

a(v-2)/.y./2-v)/3 x

Xcos(^k-?)X
(v-VJ/3 \4a/

-

r/1/2 / ^"г^^' ^^
a v/4 V 4a / v/i \ 4a /

-V fexp {2~\ni) W (u) X
ПУ " l

H, V/4

X W-n, v/i («) + exp(- 2~2v«) X

X V/(l, v/., (o) W_^ v/i Щ
U

8a
e ' V~

Sa
e

jrV*/2v<2«V')

a-I»1/«/,vBaV)

a-1^/2V_1BaV/2)

' (a-'yL'-^
2 sin BVJI)

A

xfe^'A-.vW/.v-ito)-
-е-^Лу-чМА-лИ.

K-(ay/2)l/jexpB~2jti)
'J = (ay/2)'h exp (-2" пг)
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A3)

A4)

A5)

A6)

A7)

A8)

A9)

Пх)

*"-''• М*-«).
- 3/г - Re v < Re р < Re (i + 3/а

х*№.+,.)-*„р(-.р?-.)х
XJv\p + x')>

Re P > 0, Re v > - '/г

;2V_, (ax1'), Rev>->/2

.v-'/'/svG"'1'2). Rev >-'/,,

Re p > 0, Re v > - >/2

j^+Hv' + PV^X
Х/^[а(л:2 + Р2)Ч а>0

Re p > 0, Re |i > Re v >
- 1

xv+'/2(*2 + P2rw?~Ix
X Vilo^ + p'jH a>0

Re p > 0, Re (ц + 2) > Re v > - 1

OO

| / (*) /v (ед) (едI/» rfjc, у > 0

0

2 sin [2~' (H-V-p) л]

X[^of3(l+V, l+-?^!-,
i

,
fi + v + p . ^\

..f-R (Г Л I 11 H + V-p
—

У й о' 3 ^1 + [i. H 2 '

я-v-p
. v\l1+ 2 ' 1бЛ>

^-i = 2v+pr(l+v) X

xr[l+2~1(p-H + v)] x
xr[l+2-](p + ^v)]

В-1-2*-рГA+ц)Х
ХГ[1+2-' (|x + v-p)]x

xr[l+2-'(|x-v-p)]

^+ ^Г1/2ехР( pIfB,)x
¦

XJv\p + y)

X (a* - y*fl9--vl2-'k X
X/M.|[p(e'-rt4 0<i/<a
0, a < у <oo

a < I/ < oo
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B0)

B1)

B2)

B3)

B4)

B5)

B6)

xv-3'Hx' + ^rmx
Х/ц[а(*8 + р2)Ч a>0

Re P > 0, Re (ц + 2) > Re v > 0

xv+'''{x2 + a2)-1(x2 + f,2)-'112 X

Х/,И^ + Р2)Ч
Re a > 0, Re p > 0, c> 0

-1 < Rev < 2 + Re[x

xv+2n-3l>(x*+a?)-{ (x2 + p2)-^/2X
х/цЬичпЧ

Re a > 0, Re p > 0, c> 0

-«<Rev<4-2ft + Re|i

xv+4°{x2 + V2rvl2~4iX
xc^ilp^ + pr'^x

XJv+,l2+2n[a(x*+ №'/>},
a > 0, Re p > 0, Re v >

- 1

xv+1/2U2 + p2rv/2~'/lx
xC2v+'4p(^ + p2)-'/2]x

a> 0, Rep > 0, Re v > - 1

xv-3/2 {д.2 + p2)-mi/2 x

хПлЛ«ч (*¦ + &¦)'*].
(-1

a/ > 0, Re p > 0

Re («p. + «/2 + V2) > Re v > 0

re

„V+V2 TT -,~fli/ /„ _ \ж 11 Zi JV.,{aizi)<

a/ > 0, Re P/ > 0,

«<-(«s + P?I*
«/2 + 2 Iх; -V2 > Re v > - 1

j f{x)Jv(xy){Xy)''*dx, y>0
0

a < г/ < 00

X A'v (аг/), с ^ г/ < oo

Х/„[С(Р2-а2I/2]^(ау),
С < у < oo

(-l)«2'/2n-'/2a-1/2-V+'/!X
X(a2-^)-'^sin[p(a2-i/2)^]x

ХС^[A-^/а2)Ч
0<y <a

0, a < 1/ < 00

(-l)B2'*«-V-'/'-vx

X cos[p(a2-(/2)'/2]x
XC'''!A-№!)'''1 0<y<a
0, a < 1/ < 00

г^-'р-^гму/^П/^а/Р),

2 «г < у < °°

0, 2 аг < у < °°
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B7)

B8)

B9)

C0)

C1)

C2)

*v-*n*r%to*i).
сц > 0, Re рг > 0

«/2+ 2 (i^ + s/2>Rev>0

^(l-t'f/^oO-lf],
0<x< 1

0, - 1 < A' < OO

Ren > - 1, Re v >
- 1

0, 0 < x < с

С < X < oo

a > 0, Re v > Re [i >
~ 1

0, 0 < x < с

x'l<-v (x2 + $*)~](x*-c2)mx
X^ell'-cfl, c<x<oo

a > 0, Re p > 0

-l<Re(i<2 + Rev

0, 0 < x < с

*V>~V (X2 + P2)-' (A-2_C2)t'/2 +«-1 X
X/Jo^-c2)''1], c<x<oo

a > 0, Re p > 0
- n < Re (i < 4 - 2« + Re v

X h [a A - л;2)''2], 0 < x < 1

0, 1 < л: < oo

a > 0, Re Л > - 1, Rev > - 1

CO

J f(x)Jv(xy) (хуУ'Ых, у>0
0

2v~l T (v) tj''-v X

хД[еГ%(«*Р*)].
Цв. <г/<оо

aV+1'!(a!+j!)-(№+№X
XVv+i[(a* + ^)'A]

0, 0 < у < а

X/v-n-Jc^-a")'/'],
a < i/ < oo

P"v (c2 + P2)^2 </'/2 X
XiC,,[a(P2 + c2)V2]/v(Pl/),

0< y<a

(-1)»+1р-*(Р* + е«)|^+»-1у'Ах
XKl»[a(P« + c!1IA]/v(p»),

0< i/< a

"
\adaj \ydy)

'

где

2==а2А+2т^+2/гх
X (a2 + i/2)-^+v+'n+ n+ I)/2

x

X^+v+m+«+1[(a2 + l/2I/2]
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C3)

C4)

C5)

C6)

C7)

C8)

C9)

D0)

D1)

fix)

** A - jb»I* /*. [а (I - ж»)'А1,
0<х< 1

0, 1 < х < оо

х'А /vfl {2" 'а [(*» + р»)* - р]> X

X/v/2{2-1a[(^ + p2I/2 + p]}i
¦ а > 0, Re v >

- 1

X4>Yv/2B-2ax2),
а > 0, Re v >

- 1

*1A/v/4B-2a*2)Kv/4B-2aA
а > 0, Re v > - 1

x-^Fvfax-1),
a > 0, [ Re v [ < Vs

'

e > 0, .| Re v |< Vz

*-'A Y2V BaA),
a > 0, Re v >

- Vs

0, 0 < x < с

х'--ч(хг + ^)~'х
X (x2-c2)»x/2+"-1/2X

X Кц [о (л;2 - с2O'], с < л; < оо

а > 0, Re р > 0

- 1к - « < Re V- < 3 - 2я + Re v

^;v/2{2-'a[(^ + P2)^-p]}x

XKv/2{2-'fl[(«I + pII* + p]}.
a > 0, Re v > - 1

OO

J f (*) /v (xy) (xy)'!' dx, y>0
0

Cm. Bailey W. N.. 1938: Quart. J.
Math. Oxford Series 9, 141-147.

2я~'г/~'/2(а2-г/2)~'-Х
X cos[p(a2-#2L 0<y<a
0, a < у < oo

-2a-y/'Hv/2(#2/a)

-^у'КЛШ

-2K-V4/C2vBaV0-
-2-1пУг11Ы1'уУ')]

2^a-in-'[iC2vBa'V/2) +
+ 2-4K2vBaV/2)]

,,

2 ^'cosCvrOyv^Vv)
^ /2 COS (VJp

-y_v(o'/y) + H-v(a»/»)]

(-1)»+' p-V/2 (P2 + c2f2+n~% x

X/C(J,[a(P2 + c2)'^]/v(p|/);
0<i/<a

2n~ly->h(a2-y2)-4'X
X sin [p (a2 - г/2)'Ч 0 < г/ < а

- 2n~]y~'h (у2 - a?)-*'2 X
Xexp[- р(г/2-а2)'/г], a<y <oo



8.13. МОДИФИЦИРОВАННЫЕ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ 61

J f (x) Jv (гу) (хуIЬ rfr, у > О

D2)
8 Г ('/,

- ц + v/4) Г (¦/, + ц + v/4)
X

Re v > - Va
Re (Va ± ц + v/2) > 0

in [V (v/2 + I)]2 y'U

ц, v/4V8a
e )X

ц, v/4 \
ff J

8.13. Модифицированные функции Бесселя аргумента kx

A)

B)

C)

D)

E)

F)

G)

(8)

(9)

xh exp (- Px2) /v (ax),
Re P > 0, Re v > - I

•Re a > 0, Re v > - 1

Rea>0, Re(v+1) > |Rep. |

x~K~'!°- Kv. (ax),
Rea> 0, Re (v-X + l) > | Re ц j

« cos (Px)
sin (px)

x'/2 Ко (ax) /v (P*).
Rev>-1, Re a> jimp]

xv+ '" /v B ax) /Cv B~ ax),
I arg a [ < я/4, Re v > - V2

Re p > | Im a |, Re v > - 72

| arg a | < я/4, 0 < Re v < 1k

yh
_

/ g2 - if \ . I ay \

yV+4,

2V+l*r(n + v+l)alV+V.

Г (t + ц) Г (Т)

X SF, (т + ц, t; v + I; --^-),
V-1.-H+ 1

T
2

См. в главах I и П.

a2v2vr(v+I/2J,v+'/2

Я'А(И + а4)У+'А

23v-la?v-2r(v+.A)vv+VJ
Я'А(„4+а4^+У.
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/(*) f(x)Jv(xy)(xy)'/*dx, у>0

A0) х'Ь /„, (ха sin ф) X
X /Cv-ц. (¦«« cos ф cos я|э),

а > 0, 0 < ф, г|> < я/2

Re|i >—1, Re v>-l

(cos ф)Л

у— a sin я|)

A1) xv+1/2 /„, (ха sin г|)) X
X /См, (л:а cos ф cos 1J3),
а > 0, 0 < ф, г|> < я/2

Rev>-1, Re(n + v) >-l

2Y Г fti + у + 1) [sin ф cos2 (а/2)Г
+ '/з

X
2v+2

X Р^*1 (cos а), у — a sin ф,

tg (а/2) = tg ф cos ф

A2) 'А X

Re а > | Гт р |
Re v> -I, Re(|i + v) >

- 1

X х

= а2 + р2 + у2

A3) x-'liJll(xasin<f) X
X Кр (жа cos ф cos я|)),
а > 0, 0 < ф, г|) < я/2

+l) > Rep

(sin ф)^(81пф)"+7»
2a I* (cos Ф cos Ф) P

x Г(т)Г(т + р)

X 2^1 (т, t - v; (X + 1; sin2 ф) X
X 2Л (т, т - ц; v + 1; sin2 ф),

1 + ц + v-p .

Т"= 5 « = asiuib

A4) ЫахЖр^х),
Rep > | Ima|, Re v >

- 1

Rep>-1, Re^>-1
Re (p + v)> -1

X (ch a - cos 6) P^fv-ц (cos e) X

A5) h (ax) Кр (Р*) Cm. Bailey W. N.. 1936: Proc.
London Math. Soc. B), 40, 37—48.
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A6)

A7)

A8)

A9)

B0)

B1)

B2)

B3)

B4)

/(-V)

xl> /v/2 (ал:) Kv/2 (ax),
Re а > 0, Re v >

- 1

xv+^/vB-Iax)iCvB-1e«))
Rea>0, | Rev |< Vs

xv+I/2 Iv (ax) /Cv (fix),
ReP> Re a, Rev>-'/2

xv~''4v IhB-iaX)Kv ifo-1™).
Re a > 0, 0 < Re v < 3/г

х~ъ 1^{2~1ах) К„.{2~1ах\
Re a > 0, Re v >

~ 1

Re (v + 2ц) > - 1

x^'/4vB-1ax)Klx{2~1aX).
Re a > 0, Re v >

- 1

- Re v - К Re ц < '/2

х^ЧАахЖ^фх),
Re P > | Re a |

Rev > -1, Re(n + v) >
- 1

x!4(v_m{2-lax)x
X K(v+|X)/2 B~ЛД

Re a > 0, Re v > - 1

Re(v-[i) >-2

xv+t'4ll($X)Kv.(ax),
Rea> |ReP|, Rev>-1

Re(n + v) >-l

OO

j i (x) Jv (x,/) (xy)'1* dx, y>0
0

У~Ъ (У2 + 4a2)~'/2

2va2v Г (v + Vs)

nVs^' + a^'+Vj

23v (a|3)v 1/V + V2 r(v+Vs)

я'/2 [(|32 - a2 - j^2J + 4a2j/2]v+1/2

r(v)Ba)V-' ^
г 2a2 + у2 1

vv-'/2
~v t 2a(a! + i/2)V2 J

e! г (v/2 + ц + i/j) v

Г (v/2
- |X + >/„) I/''2

xP-,^l2[0+aVy2)'k]x
xQ7^_,A[(i+oV)v>]

X g-dx-v^+'A)"! x

xd +jVr^H^W

(г^-^а-^-'р^-^'^х
x e-(n-v/2+'/4)"« x

2ayv = P2 - a2 + y2

a~*y~'k (y2 + a2)''!" X

X[y + (y2 + a2)'/^

Bn)-'/2(ap)-v-IZ/v+^X '

x(u>--irvl2-'hQlt\f2(u),
2aPu = a2 + P2 + ?/2
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B5)

B6)

B7)

B8)

B9)

C0)

C1)

xx 1

X

*'/'

х-'

X

х% 1

Их)

Re а > 0,
- I < Re v < 0

[/Сц B~ 'ал:I2, Re а > 0

Re (v/2.'± ц) > - 1

/2[^цB~1ахI2, Rea>0

Re(v/2±n)>-V2

К^ yB~1ax)Kil+i/{2~1ax\
Re a > 0, Re v >

- I

• | Re ц | <l+2~1Rev

1/2 /С„ (ах) К» (px),
Re a > 0, Re p > 0

<"(i (ax) Kp (Px)

г
¦

i,

J f (x) 7V (xy) (xy)
rl

Cm. Bailey W. N..

London Math. Soc. B)

nhBa)~v~'[ X

fftuiiy'li rd+v/2 + ц)

(y2 + a1)'/» г (v/2 — ц)

X Qv/9 [A + а2/г/

e2nn«r(I/2 + v/2 + [l) _

е2|ЛП/ Г (v/2 |- ц -|. l) tfVa

nV+'Ariv+n+DT

Cm. Bailey W. N.,
London Math. Soc
215—220.

1936: Proc.

, 40, 37—48.

+ tff

а(а2 +

¦f <X2/y

X

(у-Ш

D"~V"~

г/2 + Р

1936:

B),

¦ 1
^)'/2 J

H)

2
+ a2

Proc.

41,

8.14. Модифицированные функции Бесселя
других аргументов

A) ,vV2~vex

1 ¦'

p(-

¦¦ga <

2a2x2
X

л/4,

)x
/vB-2a
Rev > -'/2

(я/гг'/'егу-"'''*
x exp С й!_Л /)_2v C_*L\
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B)

C)

D)

(б)

F)

G)

(8)

(9)

A0)

Их)

X /v+1B~2aV),
| arg a | < я/4, Re v >

- 1

Re a > 0, Re v > — 1

X/v/3+VcB-2ax2),
Re a > 0, - 1 < Re v < 5/2

Re a > 0, Re v > - 1

X 111B~2ах2\ Re a >0

X /ц B~2aV), | arg a | < л/4
- I < Re v < 2 Re ц + 72

| arg a | < я/4
- 3/г - Re Bц + v)< Re Я < 0

Re a > 0, Re v >
- I

Re a > 0, Re v > - I

oo

/ (x) Jv (xy) (xy) I1
dx, у > 0

6

x«p(--^r)B-..-.(i)

v/3+/6 V 4a /

aV/3"V6~V/3eXP(~^X

х"[Г (¦/!- ^+ !)Г V+-2-^A X

я~

ТГрТ-Х^Г^й

Bя)~'Л(-|-)
+1
X

!>\ r n*
V G

' lЛл 23 \ 2a!

A = 3/4

I - H. 1 + ll \

h, '/2, ft У'

+ Я/2 + v/2,

а»-У'-['»в-*(»"А.)-

5 Г. Бейтмен, А. Эрдейи, т. II
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(И)

A2)

A3)

A4)

A6)

A6)

A7)

A8)

fix)

Re a > 0, Re v > - 1

х^3+'ЧхРB-2ах2)х

- 1 < Re v < 5/г

j^H+v+Уг /_ 2~2а2х2) X
X Ку, B~2a2x2), | arg а | < я/4
Re v > - 1, Re Bц + v) > - 1

Re а > 0, Re v > - 1
- 1 < Re Bц f v) <

- V2

| arg a I < я/4
Re (A + у ± 2[i) > - 3/2

Re а > 0

- 3/2 - Re (v ± 2[i) < Re A < 0

Rea>0, Rev>-1

V К (9~^ar2} Rp n Ъ- 0

Rev > - 1, Re (v - Ц.) > - 2

|/(x)/v («/)(«/)'/2Ле, г/>0
0

-v/3-2/s v/3+Ve / }=\

X Ч/З+'/е V 4a j

X ^v/3+vA a")

ХГA +2p. + v) X

X [Г (|i + v + 3/2)]~' X

я'/*ГA+2ц 1 vJ'A-
Г C/a-H)

X а~2тг/~ц

X  3Via2"

A=3/4+A/2+v/2, й =

BЯ)

'x'g^S

-X

"'
X

ft, "A, 4 )'

)X+1 X

ft, '/s, k )¦

/4 + A/2 - v/2

a 'v/4 \ 4a ) лv/4 \ 4a J

2ГС/,+V/4-H/4) ^
Г A + v/2) j/Vj l^/4

XM

/ г/2 '\
. v/4 { 4a J X

-ц,/4, v/4 \ 4a J
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A9)

B0)

B1)

B2)

B3)

B4)

B5)

B6)

B7)

B8)

B9)

fix)

x~bl-Kv(ax-'),
Re a > 0, | Re v | < 5/s

*-2v-2K,/2_v(a*-)(
Re a > 0, - 72 < Re v < 2

К-ы-\ Bо.хЦ,
Re a > 0, Re v >

- 1

Re a > 0, Re v > - 4-2

*VvBaVA)KvBaVA),
Re a > 0, Re v >

- 1

x1'+1A/2vBa1VA)/f,vBaV/').
Re a > 0, Re v >

- 7»

^-v-'/2/2v+.BaV/')x
X VWi BaV/j),

Re a >0, Rev> -1

x-l'4]iBa/'x>')K]kBa''x4
Re a > 0, Re v >

- 1

Re (v + n) > - 1

-2-1nK2vBaI/^IA)].
a > 0, Re v >

- х/г

х-'А^Bа'**1А)У,Bа1АхЧ
Re a > 0, Re v >

- V3

x-V*tfaBa'V°)x

X{sin [2 ([x—v) л] /„ Bа'/гх'/2) +

+ cos [2"' (ц -v) я] У^ Bа'/гх'/з)},
Re a > 0, Re (v ± |i) > - 1

oo

J/(.v)/v(^)(jcj/)'/srfA;, г/>0
0

-<rvl"'2K2vBa'/>e-ia/V'1)]

BjiI/sa-v-V+'AX
X/rsvBV^1/')/,vB1Aa\I/')

n«fH_v_I(a2y~')-r_v_1 (a2i/-')l
4 cos (vji> у 'i

n[H_v(aV-y_v(a2»-')]
4 cos (vit) 1/V2

2-V-3/2e-2a/J/

n'A2-'-2a-v-Vv^v+.ABa/»)-
-Lv+VlBa/y)]

r(V2 + n/2 + v/2)i/'/2 /2o\

4a Г A + n) -v/2, Ц/2 V I/ /
A

-<2-1лу-Ч*Уч{а1у)

-2-2a-V'/3Wv/2v/2Ba/2/) X

X W-v/2, v/2 B«/^)

-2-2а-1г/'/2^/2,A/2B«/г/)Х
x r-v/2, №/2 Bа/г/)

5*
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C0)

C1)

C2)

C3)

C4)

C5)

C6)

C7)

х~'к Кц \{2ax)'k exp B ягIX
X K^l^ax)'1* exp(-2~2m)],
Re а > 0, Re (v ± ц) > - 1

x-v-'!*K2v+dBnx)'''expB-2ni)]x
X K2v+> [Bал-)'/2 ехр (- 2 я/)],

Re а > 0, - 1 < Re v < 0

XKv+t/2[a(x* + P)H
Re а > 0, Re p > 0

Re v >
- 1

xv+I/2(x2 + p2rv/2-s/<x
X/vv+3/2[a(x2 + p2L
Rea > 0, Rep > 0

Re v >
- 1

xv+^(x2 + a2r(v+w4X
XK(v+I)/2[a(*2+a2L

Re a > 0, Re v >
- 1

ХКр.[а(х2 + $2)Ц, Rea>0

ReP>0, Rev>-1

xV+4, {b2
_ X2fl2 x

0<x<b

-27t-'xv+l'~-(x*-b>f'2X

b < x < oo

Re a > 0, Re v >
- 1, Re ц > - 1

x%2{2-<p[(a2 + *2)''2-a]}x
X/Cv/2{2-'p[(a2 + ^)'/2 + a]}.

Re a > 0, Re p > 0

Rev>-1

oo

11 (x) Jv (xy) (ху)'!Ых, у>0
0

2-2а-*уг'тA+»+")тA-»+ч)х
X W_v/2(l/2(ai/""IexpB~ITO-)) X

X W-v/2, ^^(ay-'expl- 2"'^))

na^2v
2s'isin (v.i) av+Vz

X [Hv+,A(a/ir)-yv+1/j(a/y)]

n'=2-''-a-v-'V+1/3 (a2 + г/2)""'/г X
Xexp[- р(а2 + г/2)'/2]

„¦/,2-Vla-v-'/jp-li,v+./,><
X ехр[-р(а2 + г/2)'/2]

2/v+^(^ + a2r(v+W4x
XiC(v+1)/2[a(^ + a2)^]

x/+'*(a4jf-v/!-'''X
ХУСц-,-|[Р(о2 + у'IА]

x/+1/M«2 + y2)-(^+v+1)/2x
xVv+1[M«4</2)I/!l

г/-'/2(Р2 + ^)"'/2 x

Xexp[-a(P2 + «/2)'/2]
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8.15. Функции, родственные функциям Бесселя

A)

B)

C)

E)

F)

G)

(8)

хк

х>>

X*

х%

х-

х-

|а

-1/. (аХ),
а >0,

Нц (ах),

-5/2-Rev

Hv/2 B~2а*
а > 0,

-Rev-5/2

|arga|

[HVL(ax)-Y
|arga| <

Re(A,+

1 arg a

s/2[H_v_i (a>

|arga|

[Hv+y2 (ax~

rg a | < я, -

- 1 < Re v < 3/2

a>0

< Re (Я + ц) < О

-2< Rev<3/2

Re(Я + v) >-2
< Re (A, - n) < 1

< я, - Vs < Re v

,MI.
я, Re (Я + (j,) < 1

v)+3/2>|Re[i|

< я, | Re v | < '/.j

— F-v-i (ад; )],
< л, j Re v | < Vjj

-1< Re v < - >/e

oo

J'
0

0,

XOo
о

-to

4я-

-4я

(x) /v (xj/) (хг/

-V-V*-v(

X

2 '

3 Я+У

4+ 2
'

яч

X

2 ¦

«-'cosfv*)»1

la3

cos (ця) г/

l-M-
j _

3 ,
X+y

cos (vn) г/~'/г к

"Ia"'/2C0S^

\ /\2V-bl \^ ^*

X #2V+1 ^

0

a

2 '

i-n
2 '

2

»?— Va j

-Я-1

T1

l-n

•„(.

5

< у < oo

2 + izv /

\

_j4).
2

X

+* )3 Я-v 1

i (vt) X

f "j X
— Jtf"/4jP.I/2^
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A0)

A1)

A2)

A3)

A4)

A5)

A6)

A7)

A8)

A9)

| arg a | < л, Re Я < - | Re [x

Re (v
-

[x + Я) > - 5/2

Re a > 0, | Re v | < !/2

x'1* [Iv (ax) - Lv (ax)],
Re a > 0, - I < Re у < - V»

Re a > 0

- 1 < 2 Re [x + 1 < Re v + ' ¦'¦>

xv-»+4>[i (ax)-L {ax)],
Re a > 0, - 1 < Re v < - 7a

jfV-ii-y, ry (ux) _ l (ax)]

Re a > 0, | Re v | < V2

* l'[i \ал;] — Li^ (ax;j,

Re a > 0
- Re v - 8/s < Re (Я + jx) < 0

x'! [/v (ал;) — L_v (ал;)],
Rea> 0, Rev> V2

Re a > 0, Re v > - V-л
Re [x > - 1

Re a > 0, Re v > - '/2
Re (v - ц) > - 1, Re (v - 2ц) < l!->

00

j / (x) /v (xy) (xyI1' dx. y>0
0

г, 3
,

\ +

1 + (i \

1
"¦ 2 • ~Т'У1Й/

V , 3 X-v
"

4
'

2 ' '"
4

'
2

Я /г Г (V— fjL + '/a)

2V-l* + lr(«/, + v)aH+l w

л Г C/« + Ц) ?/V +%

2v-nrA/2 + v)an w

xG22^
г/"^ X

3 . X + v 1-Ц 3
,

Л- — v F

2n~1aI"*vi/v~'/2cos(w) (r/^a2)"*1

r CA - n) Г (у, + v)
's

X s^i (Vj + 'v-h, 1; 3/г; -а!/й
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B0)

B1)

B2)

B3)

B4)

Rea

Re a > 0,
- Rev

^ [Iv+ ч, (<

Rea

xv+I/2f/v+2

f(x)

(ax)-L_ (ax)],
> 0, - 1 < Re v <

Re([i + v) >-

Re (ц + v + Я) > -

3/2

3/o
- 5/2 < Re (Я - ц)< 1

> 0,
- 1 < Re v <

Ba2p, ax),
a > 0, Re v >

-

Ba2p, ал),
a > 0, Re v >

-

'/o

-1

-1

0

2H+V

ГA +

X 2/

х"зз

2'Ax~/
Bp)v+

0,

0,

Г (Va + (A

n) г (>a
-

!

COS

1 +
2

2V+1 [B

lyV+'/г

+ v)

-n)
a

(y.n) у

X+v
2""'

/iav+>/

cos№

sin№

¦'=

-я-

2

1 + H

2

X

(a2-

(a2-

¦6-2H-V

4- p.; 1 + p.;

'x

''+2 \

'
4

'
2 /

0 < у < а

a < у < oo

0 < г/ < а

a < у < oo

8.16. Функции параболического цилиндра

(I)

B)

C)

D)

•V- '/2

X {,

x {1

xv-'k

exp(-2

exp(-2

— ZJV—i

exp ( — 2"

-2y

-2x

/

(VI

2)

0}.

)>
01

Rev

X

Rev

<

Rev

(x).

w-

< Re v <

Vo

"Vi

Vo

г/

X

X

2'/V-

v-V2exp(-2-V)
2 cos (vit)

'4

{[1-2cos(vjt)]?Jv_i

{[I +2cos(vJ-t)]O2v_i

я sin (vjt) l (iv) г/ w

(y)~
1 (~y)}

[(/) —

i (~y)}

X
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(Б)

F)

G)

(8)

(9)

A0)

A1)

A2)

A3)

A4)

fix)

Re v > - У2

X {[1 +2 cos (vn)] D2v+\ (x) —

xv-'AeXp(_2-V)x
X {[ 1 - 2 cos (vji)] D2v+i (x) -

-D2v+I (-x)}, Rev>~1/2

Re v > - V2

Re v >
- V2

xv-V'expB-V)O-,v_,(je),
Rev>-V2

xv~'/2 exp (-2~2а2лг2) D2I (ax),
| arg a | < л/4, Re v > — '/2

xv~'h exp B~2aV) 02ц (ax),
I arg a | < я/4

Re v >
- 1

xv+'Aexp(-2-V)x .

X{[1 + 2 cos (vn)] O2v (x) +
+ ^2v(~^)}. Re v >

— 1

| / (jb) Jv (xy) (xy)'1' dx, y>0

exp (-2-2^) „v+<A w

2 cos (v^.)
^4

X{[1 + 2 cos (wi)] D2v («/) +

X {[ 1 - 2 cos (ул)] D2V (y) +
+ ^2v(-y)}

2~"""*CX(-2-yKB-v>

XexpB"y)Z)_2v_, A/)

2^-V2r(v + y2)</V+'/2 w

X.F.^ + j; v-n+1;--^)
rC/2 + v)a2*2»+H

. С tf2 \ w

2й = '/a + V- ~ v, 2m = х/г + f* + v

yv~lk exp (— 2~2^2) ^^

2 cos (vn)
^s

X [D2v+1(y)-D2v+,(-y)]

X {[1 + 2 cos (vji)] D2V+1 A/) -

-D2v+i (-г/)}
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A5)

A6)

A7)

A8)

A9)

B0)

B1)

B2)

B3)

B4)

fix)

^+V2exp(_2-V)x
Х{[1 -2 cos (vji)] D2v(x) +

+ D2v(-x)}, Rev>-1

xv+'hexp{-2-2x2)D2v+2(x),
Re v >

- 1

xv+'^exp(-2-2x2)x
X {[1

- 2 cos (vji)] Dlv+2 (x) +
+ D2v+2(-x)}, Rev>-1

^+1^exp(-2-2x2)x
X {[1+ 2 cos (vji)] D2V+2 (x) +

+ D!V+2(-¦*)}, Rev>-1

jKv+1AexpB-V)D2v+2W.
- К Re v < - 5/o

xv+1/2expB-2/)D_2v_1W,
Rev>-Va

^+'/2ехр(_2-2х2)О_^_з(х),
Re v > — 1

*v+1/'expB-2*2)D_2v_3M>
Re v > — 1

xv+~'>exp{~2-Wx2)D2ll(ax),
1 arg a I < я/4, Re v > - 1

*v+'/2expB-2aV)D2M(c«),
| arg a |< Зл/4

-1 <Rev<-V2-2Ren

OO

J / (x) /v (xy) (a;^)'/2 rfx, » > о

-^-1/2exp(-2-V)x
X{[l~2cos(wi)] D2v+i(*/)--

-D2v+i (-(/)}

</v + '/3Cxp (-2-V) ч,

2 cos (уЯ)
'ч

X[Oiv+2(y) + D2v+2(-y)]

^+v2exp(_2-V)x
X{[l-2cos'(w)]ZJv+2B/) +

+ I>2V+2 ( —У»

-»v+*«p(-2-y)x
X{[1 + 2 cos (vn)] D2vH_2 (г/) +

+ O2v+2(-.(/)}

я sin (w) Г Bv + 3) y~v-3'2 X
XexpB-V)^v+.B-V)

Bv+l)r/v~'/2X
XexpB~V)D_,v_2(.y)

2-Wv-'/!exp(-2-V)x
X/v+1B-V)

yv+1^expB-V)D_2v_3(y)

r(v-n + »/3)a2v + 2
'4

X./'^v+liv-.x + l; -|r)

re/2 + vJ'/2+m + ^a2feH
4,

Г(-Ц)»1*+*

Xexp(^)rft)m(^),
26 = p,-v-l,2m = }t + v+l
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B5)

B6)

B7)

B8)

хк

>

х~

X

ехр \— 2 а х ) D^ (ax),
1 arg а | <

Re (Я + v) > -

ехр B~2aV) Dm. (ал:),

я/4

-3/2

| arg а | < Зя/4

Re ]х <
- Re Я< Re v + 3/г

.i/a_v (a ехр B~2ш) х1г) X

Re а > 0, Re v >

'/2В_./2^(аехрB-2я0л:-
D_42_v(aexp(-2~2ni)x

Re а > 0, Re v >

-Vs

'/')х

оо

\н,
0

2~с—Э

Г (V

26 =

2л-Ц/

Г(-

2х1

0 /v (*г/) (*г/I/2 ^. у > о

v/v/,res)j,v+'A .,

+ 1) Г (с + V2)a2&
/

1

4-
* ^2 \
2 ' 2а2 /'

Я + v + 3/г, 2с = Я - [х + 3/2

"

.. V

23 \ 2а2 | т + v, — ц/2, т/ '

2

8.17. Гипергеометрическая функция Гаусса

A) „2a+v-'/j X
X 2^1 (a-v-'/s. a; 2a; -Я2л:2),

Re v <
- V2, Re Я > О

Re (a + v) > - V2

I V

„2l-v-2aA2a-l
^

X W4i_a> _,/a_v ((//Я) X

-Wl/2_a> _%_v(einy/X)}

B) 22а-УГ(уг

a-'/2. a; 2a; -

Re a >
- Vs, Re v > '/2

Re Я > О

)

X Ma_,h v_,/2 (у/Я) X
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f(x) jf(x)Jv(xy)(xy)'/'dx, y>0

C) v+''?2^i (а, E; v+1; -Я2.?2),
КRe v<2 max (Re а, Re f5) —3/2

Re Я > 0

(а) Г (
У

X Ка-р (У/А)

D) :v+'- X

¦KRev <2max (Re a, Rep)-3/2

Г(Р/2 + у/2 + 1)

л'-'i Г (а)Г(Р)
X

х

E)
-KRev <2max(Rea,Rep)-3/2

Г (а) Г

30 / У3 У \
13 VTaJ v+ 1, a, pj

F) 6-'/2^, (a, P; y; - A2-v2),
Re v- 1 < Re б <

< 2 max (Re a, Re |3) - V2
ReA>0

26 Г (у) _

Г (a) Г (Р)
У

V П^ I-
24 V '

1 +6-v

1- V \

T + v, a, p, T J '

G)

Rev > - 1, Re Я > 0

Re a > - 1/2

(8)
X2Fi(a, a + Va; vt 1; -Я2* ),

Re a - 1 < Re у < 4 Re a - 3/2
Re Я >0

Г (у) ov, 1 -2a 2a-v—'/г ^
г ram

^ A У X

(9) xS"]/22Fl (a, p; v; -Я2*-2),
- 1 - Re v - 2 min (Re a, Re p) <

< Re 6 < -1/2
ReA>0

2° Г (у) -в-v, v
Г (а) Г (P)

У A

yG22/^V| 1-a. 1-P \
A U24 V 4 I t + v, 0, 1 - у, * /

'

1 +6-v

A0) x)~2a X Г (_v+ l) Г (v-o_+ !)_ „2v-2a+l

2a-2v-s/2

Г (a)

- 1 < Re v < 2 Re a ¦ - 3/2
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8.18. Вырожденные гипергеометрические функции

J / (х) /v (ху) (ху)'1' dx, у > О

0) х-1 ехр(-2~'л;2) X

X
2_1/4_ v/2+i/4 (*2)>

Re v >
- Vu>

B) x~S/2exp(- 2 'л;2) X
ХМ. 'г, V/2+7s ( >'

Re v > - 1

W '

C) X

Re |x >
- V2, Re Dц -

v) >
- V2

,B- V)

D)
Г Bр. + I)

2V-H г (v+'/„)'

Re v >
- Vs

хр(-2-2/):
х D2v-m (у

E)
Г Btx + 1) V+V2p()

X *^v—p+l, (x \-
"^

¦'j

Rev > - 1
Xexp(-2 2y2) v-4p + l

F) -2 *хГ)х

V Л/Г f9~ ' г^^
Л4-Ц U. ^ '*

- 1 < Rev <4 Rep,

G) '/2exp(-2~V)x 2-иГ(у+1) 2К-72
Г (И + v/2 + Vj)

»Г (И + v/2 + Vj

Rev>~l, Rex<V3
X cxp(-2~V)

(8) Г Bр,+ 1Jа~я
X

2а = 7г + х + Зц
- у

2р = - Ч-г + у- ~ И +
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(9)

A0)

A1)

A2)

A3)

A4)

A5)

v-2n-'/s

fix)

< 9~2 -2) V

- I < Re v < 2 Re (и + ц) ¦

2р-'/2 ( 9~! 2W

- 1 - Re (v/2 + ц) <

< Rep < Rex -

Re a

X H%i-v-Vi. ± „
B-

Rev > - 1, Rc(v-2n) >

X V

Re v >
-

Rev > -

Rev> -

Rev>-
R

v—3A+7"» ± м-
^

-1, Re(v-2n) >

ReCv-8n)<-

/ B-i
-1, Re(v-2n) >

Re(v-4|x) >

V W (9~

- 1, Re (v-2|x) >

B~V) X

-1, Re(v-2n) >

-'/¦
>o

'Л
-i

Л /j

-1

-3/2

_ j

'-1

oo

(* / (x) Jv (xy) (xy)'l> dx,
0

оа-х ГBц + 1) х+ц-1 w

2a = к
— 3|j,

ГBц+1) o2p..-2p-'/j w

X °2.3 (^T

*•
У Л

'/г + P + V/2, И, у2

„¦/.2v-3V,i-v-v,e^(
_-V»oV-3u r(l+v-2|i) 4ц-

Г D|i-v)
*

TU+V-2H

Г A+2|3)
-' I/

2a = Va + x

2P-V2-X

Г A + V - 2A) ок-а^ ц-Jt-1..

X exp B~2(/2) Wai f
Or/ = j/ J_ 3ii

y>o

+ v + !;'o

! p
- v/2/

,-2 2") ^

:;«

.СГИ

+ V — \1

B~'</2),
- v - V2
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fix) \ / (.v) /v (хи) (хц)"г dx, у > О

A6) x2p-'''-exp(-2 'a.i-2)x
X Wx, ц (ax'), Re a > 0

Re (p ± ix + v/2) >
- 1

Г A + ц + v/2 + р) Г A - ц + v/2 + р)
X

Г (v+l) Г(»/2-х-\72+р)

X 2~v~Ia~v/2~"~'/ji/v+'/!! X

,F2 (X + [x, Л — }x: v+l,

X = 1 + v/2 + p

A7)
X Гх, ц (а.«2), |arga] <л

1 - Re (v/2 ± [x)<
< Rep < -'/4 -Re к

Г Г .. н- ц -у.) Г (Уг-Ц-и)
X

V2 + P + V/2, -x, Vj+p-v

A8) x~VjAfKiV/2(-iax) X

a > 0, Re v > - 1, | Re и | < '/4

а ехр [-2 '
(v + l) ni] [ГA+уI2

Г ('Л + к + v/2) Г ('/г
- к + v/2)

X

а < у < оо

A9) x 1/2M_11/2iV/2(c«) x

X ^n/2, v/2 («-«). Re v >
- 1

Re jx < V2, Re a > 0

X

B0) Wx, д (ах) М_х, „ (ах),
Re [х >

- '/¦-, Re a > О

Re B[х + 2к - v) < 7г

K v

Г B1' + ')

X

Г (V - К - JX + 1/г)

('.'г -х. 1-х. '/г -х + ц;

2к, Vo->«-|x + v; -г/2/а2)

B1) x2p-v-6/z WK, ^ (ax) X

X Af _x, ^ (ax), Re a > 0

Re p > 0, Re (p +jx) > 0

Re Bp + 2k — v) < 5/2

22p-v-2rBtx+!) 2р+%
я /г Г A/2 - К + р.)

V Г23/"^- '/2' °' '/2~^ '/2 + tX ^'л  4V а2 р
- 7г, -

я, я, p-v-'/J

B2)
Re p > | Re jx |, Re a > 0

Г C/2 + x + p) Г (i/2
- и + P) Г A + v)

X2-V-Ia1-V+1/I X

x 4^3 (p, p + lk, p + n. р-и

'/2 + к + P, 7->
- x- + P. 1 + v;

X
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B3)

B4)

B5)

B6)

B7)

B8)

B9)

Их)

XlfXl(l(-iM), Rea>0
Re Bp + 2x - v) < 5/2

X-4,M , B"V)X

Х\у/4B ДRev>-1

Re P < V8, Re v > - 1

Re(v-4v)>-2

Re v >
— i, Re ц > — '/4

Re (v ± 2ц) > - 1

X W_v/2, ц(— г'а/д:), Re a > 0

| Re jx 1 < V2. Rev > - 1

x-^M^^Mi^ +^-^X

Rev> - 1, Ren < V4
Rp a > 0, Re p > 0

j f (x) Jv (xy) (xy)'1'--dx, y>0
0

22p-v-2yv-2p+!/i
я'/« Г <"/„-.* +

X G2^ (-|j-
W Г C/s - и - Ц)

rdlv/Z)!,'* („-2.2W,
Г (у2 + v/4 - |Д) v/4-д

\" У ) *¦

ГA +V/2-2Y)

ГA + v/2-23)

X Ma~

4 Г A + 2u)
Г С/г 1 v/2 4- ц)

у Aix

Yi v/4_pB-y)x
X^a+v,,/4+pB-V)

y-'A/ Br/'/2)x

- 4г/~'/г х

+ cos [(ц - v/2) n] Y2n {2y4-)} X

4ау~Ч2 [Г ('/2 + )х + v/2) X

„r(l+v)|(«4^ + «l*
Г ('/j + v/2 - |Д) j,'/j-l-2p. („j + у!I/.

8.19. Обобщенные гипергеометрические ряды
и разные функции

(О +'V1Ba-v;a+l; -2 *8),
Rev>-1, ReDa-3V) > '/а

2v-a+y2r(g+1) ,a-v-Vi

Ji'/arSa-v)
X
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B)

C)

D)

E)

F)

G)

(8)

а-'/а с ( 1+a + v x2\
x iFt [a; j ;

~

T >'

Re a > - Чг, Re (a + v) >
- 1

X if, (a; 1+v-a; -2~lx2),
Re a - 1 < Re v < 4 Re a - V2

*+ ' iF] (a; {3; —Ял;2),
- 1 < Re v < 2 Re a - Vz

0 < Re p < 3U + Re (a + v/2)

ReX>0

- 1 - Re v < 2 Re p < Vz + 2 Re a

: Re Я > 0

xv+'/z ]F2 (a; P, v + i; — г" *2),
Re > - 1, Re p > Re a > 0

-a A-х'2)],
0<л;< 1

0, 1 < x < oo

Ren > Rev > -1

0, 1 < л; < 00

Rev > - i, Ren > 0

OO

jf(x)Jv(xy)(xyL>dx, y>0
0

a-'/j p/ 1+a + v i/2\
У i/-i [a; 2 , 2 J

я'/г r A + v - a) 2a-v-V, -.,

22a-v-V»r(a)

2' «Гф>

r(a)\a/2+v/5

a-»/,, Г «2 л, у_ ft
' - gyn

'

1 /4
^

-ч 8Л /

2ц = a
- v - 1

22p-2a-v-lr(p) 2a-2B+v+V, v,

Г (a - P + v + 1) \a
* '4

X ,Fi (a; 1 + a - p + v; - -зй

22P Г (Р)

r(v+l)T(P)
Г (a) Г (p - a)

0,

l.P \
•/„ 1 p 1 v/2, a, i/2 i-p-v/2;

v+1 M-v-1/,
¦4 У X

i < y< 00

X ?/v+|i Da, y)
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/(*) J f (x) Jv (ху) (ху)'1' dx, ;/>0

A0) p.
р + т + 1

р — т + 1 Р + v+ 1
,

хг\

2 > 2
•

2 ) '

Re(p + v + l) >0, Rep>'/2
Re(p-m + l) >0

P - in + 1 p +v + 1 y^
2 '

2 ' T"

A1) 2v-2a+2r(a

се + '/г. v+1; -х2),
Re а > 2

'
Re v + ]U > ~ lh

|Re|3| < Rea-2-1Re v-'Л

п'/г Г (а) Г (а + pi Г (a
- ?

X

A2) +V2(P + P, p-p, 2P-V-1;
p, p + i/2; -2 V),

I Rep I < Rep-2 'Rev-1/,
Rev>-1, Re Dp - 3v) > 5/г

2v+3-2f5 Г Bр)

Т(Р+р)Г(Р-р)ГBР-м-1) X

X i-p+p i-p-p ((/)

A3) xv+'l23F2 (a, a + V2, 2a-v-l;

x, a+ 1/1/2-к; -л;2л;2),
- 1 < Rev < 2 Re a-1/2

ReDa-3v) > 5/г

Г (а + 'Л + x) Г (a + '/; - x) „v+1

rBa)rBa-v-l)
X

X (/ и/х, a-v-i vJ) X

X Г_х, a_v_, (y)

A4)
v + '/2 ~ n; v + 1

v+ 1

Г (v + x + 1) Г(у-х+ 1) n'/22!~v

Г (v + 72) Г (v + Vj + p.) Г (v + '/2 - p.)

x yv-^ wx, „ (y) w_X) M

X

Re v >
- V2

-1
I Re ц |< 2 'Rev+ 1/

A5)

v+ 1 -|i;

Г (v + x + 3/г) Г (v - x + 3/г) п'/г2—у
Г (v + »/2) Г (V + 1 + р.) Г (V + 1 - ц)

X yV~'k WK, р, (//) Й7_х,

X

(Ren I <2

Re v >
- 1

A6) ^v+1/2 x
X 4^3 (a + p, a — p, a + v, a — y,

a, a + 72, v + 1; -л:2),
- 1 < Re v < 2 Re a - i/2

I Re p[ < Rea-2~! Re v
- 74

I Rev I < Re a-2 Re v - 74

2v-4a+3 г Bа) г (у + 1) yVa—v-'k
Г (а + Р) Г (а

- Р) Г (а - у) Г (а + у)
Х

XKp+YQ//2)/(p_v(///2)

6 Г. Бейгмен, А. Эрдейи, т. II
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jf{x)Jv(xy) (xy)''*dxy у>0

A7) xv+ >' X

X iFi (a, a + Vs. a + ц, a — ц;

- 1 < Re v < 2 Re a - V2

lRenKRea-2 Rev-]/4

Г ('/, + a + x) Г С/2 + a - x) г (у + 1)
Г Ba) Г (a + ц) Г (a — (л)

X

A8)
рь ..., $р; -Я.г2),

- 1 -Rev<2Rep<'/г + 2 Re аг

0, /•=! р

Г («,)... Г ¦АХ

/р+1,р+2 I u
'•Pi
Л. «,, .... су ft/'

v/2, к = '/г + Р - v/2

A9)

ReBp + v)
Re(p-ar)< 74>

.., ат+1;

., pm; ->-V),
-l, ReX>0

-п-Х

Л = Vs + Р + v/2, й = Vs + р - v/2

jm+2, 1
1

B0) r2p->/2 /;Л[Л Л О a,, ....a

Pi P
X

p + <? < 2 (m + л)

Re ф/ + p + v/2) > - 1/2
/ = 1, ..., /n

/ + p)<3/4, /=!,..., n

h = l/i — p
— v/2, й = Vs — Р + v/2

B1) 0,
- 1 < Re v < 2a - 2» - 7/2

it < у < оо

B2) xv+t'2 Erfс (ал:),
| arg a | < я/4, Re v >

— 1
еХР\

!/2 \4о»;

B3)

I arg a ] <я/4, Rev> -'/2

а'Д-у Г(у+'/з)
2'/г Г (V + 3/2)У

ехр(--^з- X

B4) -М- — V2 U).
Re ц >

- 1, - I < Re v < 3/2

2V '
Г (v) у'1'

v

A —у2I1,
0<г/<1

О, 1 < у < оо



ГЛАВА IX

F-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Мы называем Y-преобразованием порядка v функции f (х) функцию

положительного аргумента у. Формула обращения 9.1 A) дана Титчмаршем
A948, стр. 280). Обратным преобразованием является Н-преобразование (см.
главу XI).

Из пар преобразований, данных в этой главе, можно вывести дальней-

дальнейшие пары преобразований с помощью методов, указанных во введении к пер-

первому тому, а также с помощью общих формул из п. 9.1. Кроме того, У-пре-
образовання связаны с преобразованиями Ганкеля соотношением

3)v У W; У) - ctg M ©v {/ М; У}-в~*пМ)У>'
которое является непосредственным следствием соотношения между функ-
функциями Бесселя первого и второго рода. Это соотношение можно использо-

использовать для вычисления К-преобразований с помощью таблицы преобразований
Ганкеля, приведенной в главе VIII.

9.1. Общие формулы

0)

B)

C)

/М

ОО

I g (У) Hv (xy) (xyL'dy,
0

- V* < Re v < '/а

/ (ах), а>0

xmf(x), m = 0, 1, 2, ...

ОО

J!(x)Yv(xy)(xy)^dx^g(y;v),
0

У>0

g(y)

a~'g (a~ly; v)

y>h~vx

x(wr[/-1A+mg(»;v + m)]
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D)

E)

F)

G)

(8)

(9)

A0)

xmf(x),

2vx-4U

2v/'W

./2_v/ d

V2+v / d

X

6

Re ц > 0,

in-0, 1,

)

r)m[jcv+m"'/2/(

m = 0, I,

X/
Re v + 7г > Re

Re v >
- 7г

2, ...

2

2

F) <*t,

ц >0

6

vx

i/ S^ (i/! ^ "™ 1) ~^~ У ё (^

("V — V2) ^/ ? (#J v H~ 1

(-.r.<r.—)

f 1/,-U-V , 2

x;

ых

r,v-

yg

(Kv-«)]

(У, v-1)

0

)их

v + |x) dt)

9.2. Алгебраические функции и степени

с произвольными показателями

A)

B)

C)

x~\

0,

- 1

IRevj-

< Re v < 1

0<x<a

a < x < 00

Re v < - Vu

72 < IX < 0

r tg (vn/2) y-'1'

-a^y-'<>Yv+1(ay)

2№+'/2 x
Xctg[2"' (v-hVa-^iljT^-'x

'4

r('A + v/2-lx/2)
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D)

E)

F)

G)

(8)

(9)

A0)

(")

1U)

0, 0 < х < а

Xм-, а < х < оо

Re|i<0

х-'/Цх + аГ1,
arg а | < я, — 1 < Re v < 1

v^O, ±Vo

xv~'h (x+a)~\ |arga|<jt
- 4-i < Re v < 3/2

x~v~y- (x + a) ~', | arg а | < л

- 3/2 < Re v < 72

^~'/2(A:-a)~!, |arga|<jt
Re(|x±v)>-1, Re|i<3/2

»"'4(*-вГ'
о > 0, - 1 < Re v < 1

**-'/>(*_ a)-1,
a > 0, - !/2 < Re v < 3/2

a>0, -3/2<Rev<V2

[ / (x) Yv (xy) (xy)'l* dx, y>0
6

ay~ix[Yv_l(ay)Sil+^v(aij)-
- (ц + v - Vo) Kv (ay) X

ni/Vz lEv(ay) + Yv (ay)]
sin (vn)

+ 2 ctg (vn) [Jv (аг/) - Jv (ay)]

-2Y+In-1aV2r(v + I) X

X S_v-i, v (аУ)

a-V/2{2"'retg(vre)[Kv(ai/)-
- Hv (ay)] - 2'-vn~! cos (vji) X

X Г (I -v)Sv_i,v(av)}

Bofn"V/lX
X {sin [2~'n(n-v)l X

X Г (У2 + ц/2 + v/2) X

ХГ("о + ц/2-,/2M_м(а;/) -

~2cos[2~ln(ix-v)] X

X r(I+n/2 + v/2) X

Xr(I+|i/2-v/2)S_n_,,v(ay)}

яу'/2 {ctg (vit) [Kv (ay) + Ev (ay)l +
+ Jv(ai/) + 2[ctg(vre)]2X

X [Jv(ay)-Jv(ay)\}
Интеграл понимается в смысле

главного значения но Коши.

avy'b[nJv(ay)-2v+ln-lr (v+l)X
X 5_v_,, v(ay)]

Интеграл понимается в смысле

главного значения по Коши.

Д-У/2 {2~!Jttg(vJt) [Hv(ai/)-
- ^v (^)l + nJv (ay) ~

-2!~vn~'cos(vn)r(l-v) X

XSv_,,v(»j)}
Интеграл понимается в смысле

главного значения по Коши.
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A2)

A3)

A4)

A5)

A6)

A7)

A8)

x^'h(x-a)~\ a>0

Re(n±v)>-1, Ren>3/2

Re a > 0, - 1 < Re v < 1

*v~1/j(*2 + a2)"',
Re a > 0, - 1/2 < Re v < 5/2

xv+3/2U2 + a2)~',
Re a > 0, - 3/2 < Re v < V2

x-v-1/2(A.2 + a2)-i; Rea>0

-5/2<Rev<V2

x*-'!'(хг + a?)~\ Rea>0

| Re v | < Re ц < 7/2

x~'/2 U2 + a2) 2,
Re a > 0, - 1 < Rev < 1

00

^ f(x)Yv(xy)(x,,)"'dx, y>0
0

jtaV/2 -'v (ay) ~ Baf n~Xy!i X

X{sin[2~1n([i-v)l X

X Г (!.'., + ц/2 + v/2) X
X ГС,+ 1.1/2-v/2) S_(l, v(ai/) +

+ 2 cos [2~'it (fi- v)] X
X Г (I +.U./2+v/2)X

xr(l+n/2-v/2)S_n_1)V(a(/)}
Интеграл понимается в смысле

главного значения по Коши.

cos (гдй, [ 2а fS 1 2 ) 7v (а^) -

a ^v(O(/) 1-
,_v2

-X

_ / 3-v 3+v
.
aV\l

Х^г y, ~Y~' 2 ' 4 Л

-av-V4v(c«/)

av+I(/'/2/Cv(a^/)

ц-v-y. {2-'re tg (vn) [Lv (ay) -

7v («?/)' cos(va) }

2*x~3n-iyl'-v-zos [2"'re(n-v)]x
ХГ (n/2 + v/2- 1) T(n/2-v/2- 1) X

XA(|;2 "Г'2 Т-"Г)
лаМ.-2у'/2 ctg [2~!л (ц-v)] /v (ay)

2 sin [2""'я (ц +v)]

aK--y/2/Cv (ay)

sin[2~'n (Ц -V)]

yl2Kvi2(ayl2) ^

n cos (vn/2)
/V

X [Kvl2 (ay/2) + я sin (vjx/2) X

X Iv/2(ay/2)}
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A9)

B0)

B1)

B2)

B3)

B4)

B5)

„.,

xk+v (x2 + a2)", Re a > 0

-1 < Re v <-2Rep,

x'k~v (x2 + a2)^, Re a > 0

V2 + 2 Re [i < Re v < 1

a > 0, - 1 < Re v < 1

x '

\x
— a ) ,

a>0, — '/2 < Re v < 5/s

a > 0, - 1 < Re v < 3/2

a > 0, - 5/2 < Re v < l/o

a > 0, | Re v | < Re ц < 7/2

J/WKV (*</)(*!/)'/2rfx, j/>0
0

X ^(l; 1 -v, 2 + n; 2~2a2/)-

-2 cos (unJ/C^+v+i (a!/)]

X Г (ц + 1) Г (v) /v-n-i («(/) -

sin (vn) Г (- n) J
a2n+2ctg(vn)yV2+v ^

2v+! (Ц+ !) Г (v+ 1)

+ tg (vji/2) {tg (vn/2) [Jv (a</) -

- /v (ay)] - Ev (ay)
- Kv (ay)} ]

Интеграл понимается в смысле

главного значения по Коши.

Интеграл понимается в смысле

главного значения по Коши.

X S-v-i, v (ay)
Интеграл понимается в смысле

главного значения по Коши.

щЧ,
2av+l cos (vn)

X [/_v (ay) + sin (vjt) Hv (ay)]
Интеграл понимается в смысле

главного значения по Коши.

Xcos[2~!n(n-v)] X

Интеграл понимается в смысле
главного значения по Коши.
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B6)

B7)

B8)

B9)

C0)

C1)

C2)

C3)

C4)

C5)

1(х)

x~'h (а2 - х2)"''2, 0<х<а

0, а < х < оо

v = 0

0, 0 < х < а

х~''2 (хг - а2)~ч\ а < х < оо

хх+ч'(а* - х2г''\ 0<л<а

0, а < х < оо

Rev >-I

0, 0 < х < а

xv+'l* (x2-a2)-''2, а<х<оо

Re v < V-2

xk~v (a2 - x2)~'h, 0<x<a

0, a < x < oo

Rev< 1

xv-'h (a2 _ X2y-'ht Q<x<a

0, a < x < oo

Re v >
- V5

0, 0< x < a

xv~'lz(.x2-ai)v~'/"-, a<x<oc

-Vo< Rev<".,

0, 0 < ^ < a

x'h-v ^2 _ a2)V-V2> a < х < oo

- Vs < Re v < 72

0, 0 < x < a

x-v-'k (x2-a2rv-l/\
a < x -< oo

- Va < Re v < '/2

j;v+I/2(a2_^)U.i 0<X<a
0, a < * < oo

Re ц >
- 1, Rev > - 1

oo

^f(x)Y4(xy)(xyL'dx, y>0

2-1лу-Чч0(ау/2)У0(ау/2)

2~VA{[/v/2(ay/2)f-
-{Yv/2(ay/2)f}

(я/2)'/3 av+V, w

sin (vn)

X[cos (vn) /v+I/2 (ay) - H_v_I/2 Щ

(a/2L>av+''4v+,fa(ay)

(n/2L*al'-v {ctg(vn) [Hv_% (ay)-
-Y4_tll(ay)]-^-4,(y)}

X /v («(//2) Kv (ay/2)

2v-2n>a2V/2"vr(v + Vo)X
X \JV (ay/2) J-v (ay/2) -

- Yv (ay/2) K_v (ay/2)]

2vn-'hy~''2~v Г (v + V2) sin (ay)

2-v-V^a-V+IAr(V.-v)X
X {[/v (aW2)]2 - [Kv (a<//2)]2}

a«*+v + lir-|i-1* [2«*Г (j*+ I) X

XKli+v+I(^)+2v+1«-1r(v+l)X
X S^-v, n+v+i (ay)]
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C6)

C7)

C8)

C9)

D0)

D1)

D2)

D3)

0,

0,

0,

x^

x-

x-

0,
_

X

12
(X

-v(a

+v+4

Hx>

+ [(

Hx*

Re a

/2(x2
X

2
- a2f,

2 < 2 Re jx

V2\M-

Ren>-

— a2I1

< Re \x <

Re a > 0,

x2 + a2)I/2 -

_
3 /

+a2t7(*
>0, |Re.

-a2) *X

-V

0 < x < a

a < x < oo

< - V2 - Re v

0 < * < a

a < x < oo

I, Rev<l

0 < x < a

a < x < со

2~!Re v-'/4

,«гд-1

Re ц >
- 3/2

- 1 < Re v < 1

in) „

-x\ J, v = 0

2 < Re ц < 3/2

2 >A I»

^ I < '/a + Re k

0<x<a

a < x < oo

2 < Re ц < 3/2

OO

J'
0

X [sin (|ijt)

X

2^-

Cm

aV2

-2re

-a-

X

2~!ro

X'v/5

Ватсон Г

(xyfh dx, y>0

~'/2 Г (jx + 1) X

Z^+v+i (a(/) +

Ц+ I) /u-v + I (°U) 1
sin (vn) J

X yv-n-i (ay)

H., 1949, стр. 474.

[ctg (vn) /„/2+v/2 («У/2) X
X ^u/2-v/2 («У/2) -

'u/2-v/2 <a?//2) ^|a/2+v/2 (ay/2) ]
sin (\-Я) J

X \Km (ay/2)]2

v/2 («У) X

^.v/2(ay) 1

X ^-цд (ay/2)]
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9.3. Другие элементарные функции

A)

B)

C)

D)

E)

F)

G)

Re a > 0,

a> 0,

x~ll* exp (— a*2),
Re a > 0,

Re a > 0, Re

x-4'e-*!*,

X exp [-
Re с

x~'h sin ax2,

a >0,

-1 <

Ren

- 1 <

<

a (x2 -

i>0,
-1 <

-3<

Rev< 1

> | Re v !

Rev < 1

Re v | - 1

Re a > 0

t-P2)~4
ReP>0
Rev< 1

Re v < 3

J / (*) Yv

(y1 + a2)Vs sin

x{ijv[(i/+

-2я-> Г (ji

+

X sin

X Мц/2, v/2

cos (vix/2)

+

4 cos (vn/2)

(vn)

+ v)

z

(xy)'kdx, y>0

X

+ a] cos (vn.) —

~^i [a (y2 + a2)~ '2]

' IT itW
ncos(vn/2) *vv/2 V8a/J

!

yK

?"'
(la".

л1*]

X

sin(

- CO

v

Г ('/* + H/2 + v/2) ^,

r(l+v)
^

(v - ц) re] X

4- W ^ \T
H/2, v/2 \4a^ }

кЛ^у)Ч

¦vn/2) X

"

\ 8a 4 Я/ 'ч
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(8)

(9)

х~Ч* cos ах2,
а > 0, - 1 < Rev < 1

х~''2 (а2 - х2)"'1'- X
X sin [б (а2 - х2)'1'2],

0 < х < а

- х-1'2 {х2 - а2у'!* х
Хехр[-Ь2(х2-а2)Ц,

а < х < оо

6>0, - 1 < Rev < I

ОО

J / (х) Yv (xy) (xy)'1* dx, y>0
0

4 cos (vn/2)
X

+-(*+^»)^№)]

2-2m//2X

-2 яг/'/г X

x4>{2-'a[(</2 + 62)'/2-6]}

Относительно других выражений, содержащих тригонометрические
функции, см. таблицы преобразований Фурье (гл. I —III).

9.4. Высшие трансцендентные функции

A)

B)

C)

D)

xhPtl(\
0,

0,
Pv-y2 (<¦

0,

-2x2), 0<x<\

1 <X<oo

ra = 0, 1 2 ..., v = 0

Ы+%
exp (л-2) Г (ц, х2),

/г — целое

Re (v - ix + n) >
- 3/2

Re (- ц + n) >
- 3/г

Re v < V2 - 2«

0 < x <a

i~lx), a < x < oo

Re v < '/о

0 < ^ < a

a < x < oo

- 'Л < Re ц < 1

ReBn-v)>-V2

я-

(*

2~v

y~'k[Sm+i(y) + nY2n+l{y)}

, n Г C/j - H + v + га) Г C/г
- H + га) чх

)'/г [cos (ai//2) /v (аг//2) -

- sin (ay/2) Yv (ay/2)}

X [/v (ay/2) 1^_,к (ay/2) -

-Yv(ayl2)Y^k(ay!2))
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E)

F)

G)

(8)

0)

A0)

(И)

A2)

A3)

fix)

0, 0 < х < а

(х2 - a*)v'2-''<PlJL*-v Ba-*x2 - 1),
а < х < оо

Re v >
- Va

Re v + | 2 Re ц + 1 |< 3/2

хх 1ц (ах)

sin ax /v+1/2 (ax),
a > 0, Re v > - 3/2

*v+'/2 [/v (ex)]2,
a>0, - i/2 < Re v < Va

x1^ /v/2 (a^),
a > 0, Re v >

- 1

a > 0, Re v >
- 3/2

xl4v/i(ax*)J vji(ax\
a>0, -2<Rev<2

a > 0, - i/2 < Re v < 3/г

^-s/2/v(a2^-i),
a > 0, - i/2 < Re v < Va

CO

j/WKvUf/)^)'/2^, (/>0

№-2ayl'-4 X

X lVy,(fl^/2)/_,,_,,, (ay/2)-

Cm. 6.8C7).

(ncos6)""'/2 Ba sin 6)
~l

X

X cos [(v + 1) 6J,
у = 2a cos 6, 0 < 9 < я/2

0, 2a < (/ < 00

0, 0 < у < 2a

;&--'¦ <»--)-"¦¦
2a < у < oo

?l v/2^aj Igl 2 Jv/2V4a; +

1
'

H ^M^
cos(vix/2) "-v/2 V4a/J

fl-*ukJ (Jt\й У
v.2+7» Uj

iE^3^{[I+2coS(vre/2)]x

Л
v/4 V. !6a / v/4 \l6aj

~ [Yv/4Vm)\ }

у-'Чг,Л^уь) +
+ 2tc-i K2vBay'h)]

a-*y4Y2VBay'b)-
~2л-^К2уBауЩ
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A4)

A5)

A6)

A7)

A8)

A9)

B0)

B1)

B2)

Их)

x~'l2Yv (a2x~l),
а > 0, - Ч-> < Re v < >/-,

лГ^УЛа2*-'),
а > 0, - i/2 < Re v < 7а

*-5/>}\,+ 1(Л->);
а > 0, - 72 < Re v < 'A,

/2V_, (ах'/г),
а > 0, Re v >

- 7г

x-''42V(aX4
а > 0, Re v >

- 72

Г4„(я.г4
а > 0, - 7г < Re v < !/2

^v+2/.-V, (^ + Я2)-1 (х2 + а2ГИ/2х
X /ц [6 (х2 + а*)Ч,

Ь>0

Re Л > 0, п = 0, 1, 2, ...

- 7г - я < Re Ц < 3 - 2п + Re v

0, 0 < х < а

*v+1/>(je2_fl»)w2 /|л [6 (ж«_а»)".],
а < л: < оо

6 >0
- 1 < Re ц < - Re v

0, 0 < х < а

xv+^ (х* - aY/2 X

Х^[*(*2-а2)Ч а<*<оо

6>0

-1 <Re;i<-Rev

ОО

J/ (x) Yv (ху) (хуI'* dx, y>0
0

-a-V'/svCW1)

- а-Чп+ 1{2ау'')

а
н ^ °2 ^—

—ч7~ "V—!
2к'/г

V

Ч^У

-"-AHv(^)

-L- [ i
г / «г \ |

lyh | cos (vn)
J - v V. Ay ) r

+
'

H (a'\

-2ctgBvn)Hv(-gr)]
(-l)n+IAv+2B-VA^v(^)X
Х(Л2-^)-^/)х[&(Я2-а2)Н

V>b

-2re-I«|1+v+I6V+1/'cos(vit)x
X F2-!/2)"(tl+v+I)/2X

X^+v+i[flF2-^)Vj],
0 < у < Ь

X{sin (ця) /ц+v+i [a (f/2 - &2)'/s] +
+ cos(n«)y(l+v+1[a(.V2-62)'/jI},

6 < I/ < OO
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B3)

B4)

B5)

B6)

B7)

B8)

B9)

C0)

C1)

0,
X1*

X

0,

X

x-

x~

x~

x-

fix)

-V(x2_a2)W2x
J^lbix2-^I1'],

b>0, - 1<

-v
(x2 - a2f12 X

J» [b (x2 - а2)Ц,
b > 0, - 1 <

Яv/2 (a^2).

Re a > 0, -

1/2 expB~1ax2) Ко

Re a > 0, - У,

5/; Kv {ax-1),
Rea>0, -s/2

Rea>

Rea> 0

0 < x

a<x

Re(x<

0<x

a < x

Ren<

1 <Re

B-'a^2

<*?

<Rev

< Rev

0, Rev

Rev>

<a

< 00

Rev

<a

< 00

Rev

V<1

),
v = 0

ax2)

<VS

<s/2

>Ve

00

J'
0

4a

-2

a

(x)

X

[

Yv (xy) (xy)'1* dx, y>0

\O —

у ) X

0<y<b

1 . / у2 \
1 sin(vm "-v/2 \4a/

1
^ /-у2М

я

+

2a-1yh
X [sin

BЯ)

B«) 1/2 a"

я cos (vn/2) *4v/2 \4a Л

¦"V«P №)«.(?)

|Г('/2-2ц)J
х

[sin Cv.n/2) ker2v Ba'/2(/1/2) +
cos CVJt/2) kei2v Bа'2уЩ

X

Citv/2) kei2v Bakyk) -

cos Cnv/2) ker2v Ba^2y'l:i)]

b-vyv-'h y2v_ j [Ba(/)i//2] x
Kiv-i [Bау)Ц
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C2)

C3)

C4)

C5)

C6)

C7)

C8)

C9)

D0)

*2v-2/(v+l/2(c«-),
Re а > 0, Re v < 7г

| arg а | < Jt/4
- 'А < Re (х < 'Л, v = 0

Re а > 0,
- 7г < Re v < 7г

**-'/•;„ ЛахЧ')К» ЛахЦ
| arg а | < я/4, Re v > 0

х~1/г Hv-i (ал),
а > 0, - 7и < Re v < 7з

xv-n+V. H[i (ах)>
а > 0, Re |л > Re v

- 3/2 < Re v < 72

x-5/2S_v_3,v(a2x-'), Rea>0
- 3h < Re v < 72

xv-'/2expB-2aV)Dv/2_1/2(cu),
| arg a |< 3 я/4

- 7, < Re v < 2/з

Dv_,/2(ax-^)D_v_,/2(^-'/2),
1 arg a | < я/4

oo

f/W^(x(/)(x;/)>/2dx, j/>0
6

(я/2)'/2 aV-'hy'h-v
sin (vn)

л

X/C2v[Ba(/)'/2]{y2VlBai/)'/2]-
-y_2v[Ba;/)V2]}

2я(/-'^[со5((хя)/21,Bаг/1/2)-
- sin (ця) r2tl Baj/'/2)]

-2~4~*[^W/-v(-J-)-
sinW H-vl4yjH-

i
2

ii Гa2 M^
sinBv3t) "VV4(/ Л

2-v-ln'/2a2lv-l
4,

i/2v sin (vn)

*[4-v (¦?)-',-*(¦?)]

-av-VVl-v, 0<j/<a
0, a < (/ < oo

2V+1-V+ V.
f

. ,.u-v-l

0<s/<a
0, a < (/ < oo

я2-^2а 2/1/2^Bа2/'/2)х
X[r(v + 2)]-'

-jt-'^+W'TN + ilx

Xexp(^)r_v/2_,/2V/2(^-)

(/-' exp(— аг/''2) X
Xsin[a;/'/2-2~1 (v-7L>)n]
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[ / (х) Yv (xy) (x;/)''2 dx, у > О

D1) (_l)m2v/2-m/2r№_w) ,

X И| ,A_m/2 B 'х2), т -

целое

Re Bх - v) > - m > - 1,
Re v > m

- 3/2

2
У

(-2-V)Wa, pB~V).
a = и/2 + /п/4 + v/2 + 5/e

Я, = н/2 + /п/4 - 5/

D2) x~mexp(- 2 2x2) X
X ^к, v/2-m/2+'A, ^

x '•

m — целое, 2Ren>— m~^— 1

Re v > m - 3/2

Г (V. + v/2 - т/2 + 3 "У) X

p
a = х/2 - Зт/4 + v/4 + 5/8

Р = х/2 + т/4 + v/4 - 3/8
Я, = и/2 + /п/4 - v/4 - 5/8

D3)
.-1

l
- 1 < 2 Re (j, < Re Bx

- v) + 7г
Re Bц + v) >

- 1

p
2a = Зц + v + к + y2

D4) - 2~У) X

1 < 2 Re ц < Re Bк + v) + V2
Re Bц - v) > - 1

ХЛ1О,РB-У)-
-^)Ji]^0,pB-y)},
2a = Зц - v + х + V2
2р = ц

- v - х + Уз

D5) 1

Re (х - Я) > О

Re BЯ, + 2(х ± v) >
- 5/2

2h Г Bц + 1)

Г ("/л-I И+ |1)
X

Г31 /_^ -Ц-А,, ц-Л, I \
Х 34 V 2 h, k, -К.-К- 1/2, Z/ '

2, *=V«-v/2
/=-'Л-v/2
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Их) f(x)Yv(xy)(xy)''*dx, y>0

Re BЯ ± 2ц ± v) > - 7г
34 \ 2 Л, ft, и-Л-у2, //•

= '/4-v/2
' = ~ 7.1 - v/2

I

Re (x + Я) < О

Re BЯ ± 2ц ± v) > - 7г
Л

34 V 2 ft, k, -Чг--л-К1)'
A-V4 + V/2, *=«/i-v/2

/=-'/4-v/2

/2, it (
- i/4 < Re ц <

щ

X{cos[(n-v/2)n]/2(tBi//2)-
- sin !(ц - v/2) я] Y2il BуЩ

s'= X

V 2а У

Re a >O

3/2 < Re v < - V2

3/' X

fi(l,2v + 3/2; v + 2; - aV),
Re a > 0, - 7, < Re v < V2

Г Bv +

„v+Vj

^ X

i О, H + v + 3/2; 3/2; -a?),
Re a > 0, - 3/2 < Re v < 1ji

Re Bц + v) > - 3/2

яУ22-ц-у-1а-ц-2У-3
Г (ц + v + >/а)

X

2f.(a, p; v; ~^2).
Re Я > 0, Re 0 > | Re v | - 3/2
Re 0 < 2 Re a, Re 0 < 2 Re p

r(Y)
2'/2 Г (a) Г(|5)

X

35 h, k, a-p, p-p, l)
-«/4 + v/2, * = •/<-v/2
= - 74-v/2, p = V3 + ct/2

7 Г. Бейтмен, А, Эрдейи, т. 11
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E3)

E4)

E5)

E6)

/

x'x~°h-pFp-1 (a,.

Pi,
1arg 11 <

Rea

xa~^ X

XpFp (ai, ..., ap;
ReA,>

Rea

xa~4* X
XpF0 (ц, ..., «pj

P ^ Я
~

Gmn L 2

pq \
x

a,,..

P,. ••

| arg Я, |< (in

Rea;
Re

W

я,

>

P.

0,

Pi.

1,

.«

,P

p-\
+ r

<

(P/

pp_,; -Я^2),
Rea > Rev|

2"^есг-3/4

..., Рл; - А-х2),
Rea> Rev|

2-'Re0~3/4

...,P?; -U2)
Rea> Revl

- q < 2 (m + n)

-p/2-q/2)n
, /= 1, .... n

± v/2) > - 3/4
/'=!,..., /n

f / (*) Yv
J
0

»V.r(Pl)...
2Я°/2 Г (ал

ч/ ^Р+2, 1
X

p+9 p-l-.

Po —J -

p;-
=

p;-
,
_

v

2 •

,¦/, Г(^.)
2A°/2 Г (а,)

V Ггр+2> !
л ир+2, p+ :

ft*

#

/
=

V

""

2 '

-я-^-'г/
Л1 Г

v nF (пA p-\-2l g \ **

BЛ)~1/2Х

л:г/) (л-;/I''2 rfx,

г (Pp-i)

..Г(а.)
Х

'° f

Л, ft, и*, ..

-f,/-l,.

-у, / = 1, ••

fe
' v

/в
2

' '

у

-Г(а„)
Х

/
po p,

ft. ft. a.. ..

1
и *

- 1 ~
Y > а/

=

„ а

=

Р/-Т- / =

V

А
•

2 ¦ '

y>0

-: .

-v'/

., p-1
1 + v

2

0

/ F'

1.....P
1 IV

2

^~acos [2""'n(a-v)]x
a+v\T(a-v

2 )l\ 2

a + v
. • •

•. «p, 2

Pi, • •
•, P<?

, I —л
9+1, p+Jl 4Л

А='Л

P] Pg
ft, ft, Oj,

.

+ v/2, ft=«/4

, j

/
X

a-v
' 2 ¦

; --^-)

'

)
-, Op. г/

-v/2
U - v/2

-«/



ГЛАВА X

^-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Мы называем К-преобразованием порядка v функции / (х) функцию

ffv {/(*); ») - [ f (х) Kv (ху) (ху)''*- dx

б

комплексного переменного у. Это преобразование было введено Мейером
(С. S. Meijer, 1940), который дал формулу обращения 10.1 A) и теоремы пред-

представления. Преобразование было далее изучено Боасом (Boas, 1942a, 1942b)
и Эрдейи (Erdelyi, 1950-51).

В силу соотношений между функциями Бесселя первого н второго рода,

с одной стороны, и модифицированными функциями Бесселя Kv, с другой,
/^-преобразование может быть выражено как линейная комбинация любых

двух из преобразований ?jv» ?>-v> t)v, Э-v Однако переменное у в преобра-
преобразованиях Ганкеля н ^-преобразованиях, встречающихся в этих выражениях,
отрицательно, а лишь немногие преобразования Гаикеля и F-преобразования
сходятся для отрицательных (или комплексных) значений у. Обратно,

= exp [(v + V2) ni/2] Ev {f (x); ly) + exp [
- (v + r/2) ni/2] Stv {f (x); - iy),

= - exp [(v + Щ ni/2] Sv {/ (x); iy} - exp [- (v -1/2) ni/2] ?v {f (*); - iyl

С пэмощыо этих соотношений можно вычислять преобразования Ганкеля и

^-преобразования, используя таблицы .^-преобразований. Однако во многих

случаях приходится рассматривать АТ-преобразования на границе полупло-
полуплоскости сходимости н, чтобы обеспечить сходимость, приходится накладывать
дополнительные ограничения на параметры. Если v= ± Va> T0 -К-преобразова-
нне сводится к преобразованию Лапласа

и указанные выше соотношения сводятся к выражениям синус- и косинус-

преобразований Фурье через преобразования Лапласа.
Из приведенных в этой главе пар преобразований можно получать новые

пары с помощью методов, указанных во введении к первому тому, а также

7*
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с помощью общих формул из п. 10.1. Связь с преобразованием Лапласа
в любой из двух форм

*v{/(*): V)=
"

r(V+v.)

'

*П | U2-i2)v '"('"""КЧЙ;!/!, Rev>-72,

может быть использована для вычисления /(-преобразований с помощью

таблиц преобразований Лапласа, данных в главе IV.

ЮЛ. Общие формулы

0,

B)

C)

D)

E)

F)

G)

(8)

c+i oo

Л f g

<?—i oo

/ («),

xmf(x),

2vx~' / (л:

л; ; (л;),

fix)

{у) /v (^) (^г/)'/г dy

а > 0

m-0, 1, 2,...

m = 0, 1, 2, ...

Re(i>0

oo

/•

J
0

«(if)

i/V*~V X

X
V 2/d

У g(y, V-

OO
/•

2'->ЧГ(

xb

г; v)

И)-г/Я(г/; v

or'yv+1/! x

v.-n-v(t,,_y

xg-(n

^ ^j у _J_ 1J _j-

_|_ ^Y -J- ^/q) у ?

= g (^; v)

*.+.,i

(г/; v-m)]

-i)

+»«

2L-1 X

v + \x) dr\
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(9)

A0)

(И)

m = 0, 1, 2, ...

*'/2+v(J,)m[*m~v~V2fw]-
m = O, 1, 2, ...

0

Xf(t)db, Ren>0

oo

J / (x) Kv (xy) (xy)h d*~g (У, v)

2/m g (y\ v + m)

2/mgB/l v-m)

A)

B)

C)

D)

0,

* 2t

0,

x ,

X
2

(}

10.2. Элементарные

Re p > | Re v | - 1j2

0 < x < a

a < x < oo

a < x < oo

c + a)~\ | arga I < я

Re ц > | Re v | - 1

X

r

X

3

2

функции

S5

/~'/s~orexp(-
X [/Cv-i («2/)
f i (v + a) Kv (

i-

>ГЧ ' т~т

H . v
. ay

2 '
2

'
4

),2+7)RXe,>
г/), Re у >

яа//2) X

аг/) Sa, v_i (гаг/)

№-1)»"-»

V

~T'

/ sin [я (ц — v)]
n cos ((Ш) /v (ay) }
sin [я (v + n)! J

Re//>

0

0

i

-

t

0
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E)

F)

G)

(8)

A0)

(")

|arga| <я, - 1 < Rev < 1

х~Ч* (а2 + х2г''\
Re a > 0, - 1 < Re v < 1

Re a > 0, Re v < y.

x'/l+v(xi!+aii)li,
Rea> 0, Rev> - 1

Re a > 0, Re p > | Re v |

[x (a* - x*)F-4', 0<x<a

0, a < x < oo

Rev >-72.

0, 0 < x < a

[x (x2 - a2)]v-'/J, a<x<°°

Re v > - Уз

J/(*)/Cv(*y)(W'<fc
0

2 [sin (-vn)]»
Л

X [Iv (ay) + /_v (ay) -
- exp (- ivn/2) Jv (lay) -

—

exp (ivn/2) J_v (гаг/)],
Rej/>0

8 cos (vn/2)

X{[/v/2(a2//2)]2 + [rv/2(a(y/2)]2}>
Re;/>0

я»»1/! [hv (a») - Yv (ay)]
4av+' cos (VJI)

'

Rej/> 0

2T(v+l)av+|l+l!/-'/'-|1X
X S^-v, n+v+i (аг/). Re«/>0

f;K[/(v)+f(-v)]+
+ 22(l + p-2 Г^ + Ц_^х

i Ц 2^2' 4 /•

f(v) = (a/2)vT(-v)r(-f- + -f)x
xr^i-l-.j/x

l+v; --^-). Rej/>0

K^-W'riv+'ax
X /v (a(//2) Kv (ay/2)

л-V-'trV2^ Г (v + y2) X
X [Kv (ОД/2)]2, Rej/>0
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A2)

A3)

A4)

A5)

A6)

A7)

A8)

Их)

x'A-v (a2 _ х2)М-; 0 < х < а

0, а < х < оо

Ren>- I, Rev < 1

0, 0 < х < а

xh~v (х2 - а2)", а<д:<оо

Re р. >
- 1

Re а > 0, v - 0

Rea> 0

лГ1/г(л:2+ а2Г'/2Х
X Ц(-»;2 + а2I/2 + а;] +

+ [(х2 + а2)'/г — х]' },
Re а > 0, v - 0

\s \ I /v-2 _i rt^^ '^ -4- \*1 V
^* ИЛ**1 т^ ** / т^ "л г*

X cos [(v/2 - |i) it] +

X cos [(v/2 + ц) л]}, Rea>0

X [(x2 + a2I/2 + a] , Rea>0

2Ren + | Rev|< 1

oo

jf(x)Kv(xy)(xy)l''*dx
0

X Г (- v) iF2 (l; v+ 1, [i + 2;

/ Sin (VJt)

X /Сц-v+i {ay), Rey>0

Rzy>0

4a2»1 sin (vn)

Rey>0

Re у > 0

Re # > 0
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A9)

B0)

B1)

B2)

B3)

B4)

B5)

ш

0, 0 < х < а

х~'к (х1 -а?)~4"- X

а < х < оо

0, 0 < х < а

а < х < оо

Х-Чг е~ах, - 1 <Rev < 1

x*~l e~ax, Ren>|Rev|-Vs

х~1/'!ехр (— ах2),
Re а > 0, - 1 < Re v < 1

д.—V»—2м. ехр (_ „^2^ Re а > 0

2Ren<l-|Rev|

CO

Г / (л) Kv (xy) (хуI'* dx

0

X Kv/2-fx B~lay), Re// > 0

na~ y~ '2

Wp vj2 (ay) W_ v^ (аУ)>

yk (г/2 - o2)~'/a arccos (aly),
Re (а + у) > О

у (у2 — a2)"''2 arccos (а/у) ->я/2
при //-> оо

яу'1г sin (v6) p
.

cos 0 = а/у, 0 -> я/2
при у -> оо

N^ r(n + v + V2)r(n-v+i/j) w

Г (ц + 1)
^ч

X 2-Pi (ц + v +1/2, v +1/~/, р. + 1;

4 cos (\>я/2) \ а /
^
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B6)

B7)

B8)

B9)

C0)

C1)

C2)

fix)

x~'h (х2 + a2)'''2 X
Xexp[-P(x2 + a2)'/2],

Re a > 0, Re p > 0
- 1 < Rev < 1

x~1 cos (a.vr'/2),
-Va<Rev<V2

х-1 ехр(- алг'/2) X
X cos (ax12 + я/4

- vn/2),
- Vi < Re v < Vo

0, 0 < x < a

x''-" s\n[$ {*? - a*)'''],
a< x < oo

x~'h (a2 - x2)-'b X
X cos[p(a2-x2)~'/2],

0<x<a

0, a < x < oo

- 1 < Re v < 1

0, 0 < x < a

x1/j-v(x2-rt2rV2X
X cos [p (x2 - a2)'/2],

a < % < со

x~]'2 sh (ax),
- 2 < Re v < 2

CO

$f(x)Kv(xi/)(xyL'dx

2 cos (vn/2)
л

Х/С^{2-'а[р + (Р2-{/2I/2]}х

X/Cv/2{2-1a[p-(P2-y2)'/2]},
Re(y + P)>0

я [о Г а V'
2 cos (vn) I "v~'/2 \ г'/зу'/з У

xD-v-'a( 2V2yV2) +

xd-v-'aBv0]. Ъу>°

(n/2) r(V2-v)X

XDv_1/2(a«/-'^-"i/4),
Rey>0

{nf2)'la al3~v X
xp^-v(y2 + p2)v/2-%X

X/Cv_3/2[a(y2 + p2)H
Re у > | Im p |

4sin'(vIt)[/v/2(")/v/2(t))
- /_v/2 (") ;-v/2 («)],

и = 2-1а[р + (Р2-У2)Ч

(я/2)'/2 a'/2-V2-v (уг + p2)v/2-'/« x

XV.v>(y2 + p2L
Re у > [ Im P |

ny'h sin [v arcsin (a/y)]

2({/2-a2)V2Sin(vn/2)
'

Re у > | Re a |
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/(*) / (х) Kv (xy) [xy)'1' dx

C3) п ch (ax),
- 1 < Re v < 1

щ /' cos [v arcsin (а/у)]

2 to2-а2)'/г cos(vn/2)
'

Re у > [ Re а I

C4) /' sh (ах),
- 1 < Re v < 1

я sin [v arcsin (afy)}

2\-уЧ* cos (уя/2)
, Re</>|Rea|

C5)

0,

H°-
(a2

- х2Г'/г ch [p(a2 - л:2)'^],
0 < x < a

a < ж < oo

-1 < Rev< 1

4 sin (Ш/2) [7-v/2 (") 7-v/2 (p) -

- /v/2 (и) /v/2 (o)],

Re у > | Im

10.3. Высшие трансцендентные функции

A)

B)

C)

D)

E)

х^Р„A-2х2),
0,

0,

0,

0,

0,

0< х< 1

1 < X < СО

, я = 0, I, 2, ...

0 < х< а

а < х < оо

я-0, 1, 2

0 < х <а

а < х < оо

Rep.<l

0<х<а
/2 pix i /wav

a < x < oo

0<x<a

J'v-", (x/a)<
a < x < oo

Rep.< 1

(я/2)'/! у-1 exj

(jt/2)I/2a~' exp

+ 2 'jSju-h (/y)]

2, v/2 (аУ)> Re у > 0

) (— a///2) U^, v (ay),
Rey >0

(— ay/2) Wjl-i, v(a.v)
Rey>0

a{2~lay), Re(/>0
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F)

G)

(8)

(9)

(Ю)

(И)

A2)

fix)

0, 0 < х < а

х11'1 (х2 - а2)~^ Р^_%(х/а),
а < х < оо

Ren< 1

x'b (х2 + a2)vl2Pl (И- 2х2а~2),

Re а > 0, Re v < 1

х1г (х2 + a2)v/2 X

x[0i-v)/^(l+2x2a-2) +

+ (p. + v)P!.li(l+2x2a-2)],
Re a > 0, Re v < 1

xk (x2 + a2)v/2-' X

x[Pl(l+2x2a~2) +
+ Pv_li(l+2x2a-2)},
Re a > 0, Re v < 1

0, 0 < x < a

a < x < oo

Rev<l

0, 0 < x < a

(x2 - a2)v/2~'u P'?-v BA-2 - 1),
a < x < oo

Re v >
- V2

je-v-'Л (x« + a2)'/-v/2 x

XQ^,72v(l+2a^-2),
Re a > 0, Re v < 1

00

J / (x) Kv (xy) (xy)'12 dx
0

(l^IA«P(-fl*/2)^--A.v-V,(«'>

2-га^"'/252у>211+1(ау),
Re г/ > 0

2|-vW-v-^S2v+1,2R(a{/))
Re//> 0

2l-vy'h-vs2v_U2]1(ay),
Re г/ > О

2-vayv~'A'Cn+i(ay). Re(/>0

»-1*2v-I«ff'A-v[*r|1+lAB-Iflff)]t,
Re у >0

(>-<-nvA-v-3x

Ха'^у-'МГ)! -v)]2 X

x{[/v_,/2B-Iay)]2 +
+ fyv_1/,B-oj,)r].

Re // > 0
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A3)

A4)

(IB)

A6)

A7)

A8)

A9)

Их)

x-V-4, (X2 + a2)'/,-V/2 x

XQ|{2-v(l+2azx-2),
Re a > 0, Re ц >

- 8/2
Re (ц - v) > - 3/2

xh P^[(l + х2)Ц, Rev<l

x4'(l+x*)-'>>PlU\+x*L
Re v < 1

Re ц > | Re v | - 1

ха+'/2/д(ах),
Re(n + a) > ] Rev |-2

x~'h U» (ax)]2,
2 Re ц > | Re v | - 1

x'A [7R (ax)]2,
2 Re ц > | Re v | - 2

J f (x) Kv (xy) (ху)'1> dx
0

xyv-8/MrC/2 + n-v)]2x
X W_R_1/2, v_./2 Vay)

X

X ^'_ц_1/1р v_y, (- lay),

Rey>0

r'S^y^+^j/), Rey>0

Sv-«/2, ц+'/;,(#), Re(/>0

2>*+voV+V'r0i+v + 1)X

Х(//2 + а2)-^-^-',
Re у > | lm a |

2*aU -o-tt-V,w
Г(Ц+1) У Х

xrf+v2+a+i)r(il-;«+i)x

v + Ч-Я
Re г/ >| Irao|

2-1r(jj, + v/2 + »/2)X
X Г (jj, - v/2 + Va) У~'/2 X

x^ijd+^yff,
Re // > 2 1 Im a 1

r(n+v/2+l)r(n-v/2+l) X

X//~7гA+4а2{/-2)""'Л X

ХЯ^[A+4«2Г2)'/!]Х
X/>;?_,[(!+4ау-*)'Ч

Rey>2|Ima|
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B0)

B1)

B2)

B3)

B4)

!(x)

xl'Jv.(ax)J[l+1(ax),
2 Re [i > | Re v ] - 3

- 1 < Re v < 1

x^ J^ (ax) /_р, (ах),
- 2 < Re v < 2

-3<Rev<3

xh /^ (ax) /_n_i (ax),
- 1 < Re v < 1

CO

J/(x)/tv(xy)(x(/)''2rfx
0

X y~% A + 4a2y-2)'/s X

Re (/ > 2 | Im a |

20 Vs cos (wt/2)

Re^ > 2 | Im a |

2i/ "г sin (vn/2)

(v/2 -Ь ul ^ / B) /^ /0 (^) 1

2= A+4a2y~2I/s, Rey>2|Ima|

y'li Г B - ц) Г A + Ц)

4^p/3 + v 3 —v . 3_
x< 4 2 ' 2 ' - 2•

2-ц, 1+!X,2; -*f).
Re г/ > 2 | Im a |

я
v

2y /22; ens (vn/2)

+ (v/2 — У2 "^" !^) (v/2 + *Л> ~Ь ^) X

I/V2 sin (ЦЯ)
4П cos (vn/2)

'

2 = A + 4a2#-2I'*, Re ^ > 2 | Im a|
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BR)

B6)

B7)

B8)

B9)

C0)

/ (*)

xa+'hJ^(ax)Jk(ax),
Re (а + [X + Я) > | Re v J - 2

xl* Jvl2 (ax%
a > 0, Re v >

- 1

*'Ayv/2(ax*),
a > 0, - 1 < Re v < 1

x'/2 /v/4 (ax2) /_v/4 (ax2),
a>0, - 2 < Re v < 2

*h ^+v/4 (a-^) Vv/4 (ax*)>
a> 0. 4 Re ц > | Re v | - 2

j f (*) Kv Ш (хуI'* dx

ГA+ц)ГA + \)

xr(^l;v+» + i)x
xr(Bnrv+i)x
w n /Ц + ^ + 1 H + ^

,

,
s 4 :

\ 2 '
2

'

jj. + .\ + v + a
, j

|x + A.-v + a
j_

1 +u, 1 +Л, 1 +М.+Я; -¦^¦),
Re у > Im a

Cm. Bailey W. N., 1936: Proc.
London Math. Soc, 40, 37-48;
J. London Math. Soc. 11, 16-20.

ПуЧг
8a cos (vn/2)

Л

Rey>0

4a sin (vn)

x[cos(vn/2)H_v/2(-|l-)-
-sin(v,-x/2)/_v/2(^-)-

32а соз (vn/4)
Л

х([^ШГ+[^(т&)Г).
Re//>0

я-'у^Х
ХГ (jj, + v/4 + '/¦>) Г (|j, - V/4+V2) X

Re//>0
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C1)

C2)

C3)

C4)

C5)

C6)

C7)

x~'l2Jv(a/x), a>0
-6/2 <Rev<5/2

x-s'4v(a/x),
а>0, - '/з < Re v < \'.л

x2v~2Jv+l/2 (а/л),

а> 0, Re v> - !/з

x-2v/v_,/2(a/x),
а > 0, Re v < 1

x2v J1/2+y (afx),

a>0, Rev>- 1

a>0, Rerr>| Re-vl -2

x-^Yy{a!x),
a>0, — 5/2<Rev<5/2

oo

J / (x) ATv (*y) («у)'- dx

и

^"I/2exp[2~'j(v+ 1) л] X
X Kiv [2 (n//)'/2 fl'^4] +
+ !/~'/2exp[-2~'/"(v + 1) л] X

ХКгЛ2(ау)'/>е-*>Я
Re ;/ > 0

a-V/2expB-'mt) X

X K*v B (щ,)ч> ein'-'-] +
+ а~'г/'/2ехр(- г^'^л) Х

xW2(a(/)v'e-^4J,
Re у > 0

Bn)''Hy/arv+'h 12АBау)Цх
XK2v[Bay)""-], Re;/>0

Bл)"= {!ila)v-'k /C2v-i [Bа!/)'/з] X .

X{sin(v.n:)/2V_, fBa//)!/=] +
+ cosM r2v_! [Bау)Щ

Re;/>0

BK)'/4!//a)-C-'/=/1 + 2v[Ba(/)'-]x
X/C1 + 2v[BayL Rey>0

2-a~^aaX

X L/04 {-J-
H-t 1 v

4
'

'I 2
'

1 V U. 4- <7\

4 2 '
2 ,' '

Re г/>0

— y~~'h ехрB~'«л)х

— г/~'/г exp (—2~ 'ил) Х

X/r,v[2(^)'Ae-'n
Re у > 0,
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C8)

C9)

D0)

D1)

D2)

D3)

D4)

D5)

D6)

х- /гYv (а/х),
а>0, — У* < Re v < У*

x2v-2rv+,/j(a/x),
a>0, Rev> -Уз

x--2vrv_1/2(a/x),
a>0, Re v< 1

*2v Kv+1/s (a/*),

a > 0, Re v < - 1

лГ'* /A (а/ж) Г^ (a/jc),
a > 0, v = 0

a>0, v = 0

/2V_! (ал;'/2)> Rev>-. y2

л;-'/2 /2V (ax7*), Rev>-'/2

^-'/г K2v (ax'/2),
- У2 < Re v < y2

| / (x) Kv {xy) {xyL> dx

0

a~xyh exp[2~'/(v + 1) л] X

XK2vl2(ay)'l:!ei7ll4] +
+ a~' y>* exp [—T h (v + 1) я] X

ХК2у[2(а//)'Ав-'я*],
Rey>0

Bn:)'/2((//aI/2-vr2v[Ba{/I/=]x
X AT2V [BayL Rey>0

(я/2)'/г (y/a)v-V2 w

cos (VJt)
/s

X K^v-! \{2ау)Ц {/2V_, [Bay)'^]-
-/l-2V[(WA]}

Bя)'/2 (y/a)-v-'A r2v+1 [Boy)'/»] X
X/iC2v+i[Ba(/I/2], Rey>0

-2//-'/2/2ttBa'V/2)x
X/C2ttBa'V/2). Re(/>0

4^/-'/2 F2tt Ba'^'/2) if2|l BaV/2),
Rey>0

Iia [/ Га2'\ г faI\\

Rey>0

2y'/2 L V^y V4y7J
Re у > 0

* Г '
L (*.)_

2y1/'- LsinBvn) ~V\4yJ

-ctgBv^Lv(-J)-
-tg(vn)/v(|-)-

я cos (\'Л)
'4V \4y/J >

Re(/>0
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D7)

D8)

D))

E0)

E1)

E2)

E3)

E4)

E5)

fix)

0, 0 < х < а

xh--v (хг - а?)*12 X

Х/ц[р(л:2-а2)Ч
а < х < оо

Re jj. >
— 1

xh Kv (ax), - 1< Re v < 1

x°-sl'K»(ax),
Re ст > | Re jj. | + 1 Re v |

x'h[2n~l Ka(ax)-Y0(ax)],
¦v = 0

xa+l/'Jll(ax)Ki.^x),
ха+'>>К»(ах)Кк®х)

xhКф (ах-2),
Re а > 0, — 1 < Re v < 1

^+v+'/2exp(-2-W)x
X/nB~W), Rea>0

Re jj. > -V2, Re Bц + v) > - 1

x~>kKv(alx), Rea>0

x~^Kv(a/x), Rea>0

OO

J f(x) /Cv (дс//) (.«//)'/2 rfx

0

X/Cv-p.-i[a(^ + P2) ],
Re(/> Imp

яа-уул'/2 a2v-y2v
2sln(vn) a2-y2

'

Re ((/ + a) > 0

2a-3a-v-n ^ /a + ц + v\ p /a-n+v\ 4^

Г (а) Ч. 2 )'l ! JX

xrf+;'-yf-;-v)^x

Re((/H-a)>0

г^'^Ь' + о^' +^-а^Чх
X In (///a),

Re г/>| Ima|, Re (i/ + a) >0

Cm. Bailey W. N., 1936: J. Lon-
London Math. Soc, 11, 16—2(J; Proc.
London Math. Soc. 40, 37—48.

nyX'2 1 '
к ( y2\ i

8a I cos (vit/2) ^/г^^У 

1
" IL Гу^

• -bve©]}
„-'/^-'/га-Н/2-'"/2-1/^-^-! х
ХГBцН-^+1) Г(ц + '/2)Х

х«р(Й^.«D).
2й = -Зц-^-'/2
2m = jj, + v + V2

яу-'Л/c2v Ba'V/2), Rey>0

rta~!y'/2A:8vBaV/2), Re у > 0

8 Г. Бейтмом, Л. ЭрдеПи, т. II
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E6)

E7)

E8)

E9)

F0)

(б!)

F2)

F3)

F4)

F5)

f(x)

x2v Kv+4,(a/x), Rea>0

x2v Kv+,j2 (a/x), Rea>0

xa~x K^iajx), Rea>0

x~4' U<» Wx)V,
Re a > 0, v = 0

x-442v{axh). Re v > - 4i

*-'* ['.v («*''') i-/,v(«*'A)l.
Re v >

- Vz

x-!4/2v(ax^)-/2v(a.^)],
Re v > - '/2

-V2<Rev<'/2

xv+ll42v(ax'>)j2v(<™4
Rev>-'/2

^-'/./„-.(ew'/O/.v-^a*'7'),
Rev>0

00

J f (*) Kv (xy) (xyL> dx

0

Bn)'/'(»/a)-v-1/lX
X^v+.^a^V^lx

X/C2v + i[Baj/I/2e-'It/4]) Rej/>0

BnI/3(y/a)'A-vX
X A:2V [Bод)'/2егя/4] X

XKiv[Bay)'l2e-in!4], Re j/> 0

2-"-V X

1 v H + o\

4 2' 2 )

2wjr'AK*liBa1VV">*)x
X ДГ2|1 Bа'/2г/'/2е-гя/4), Re j/ > 0

Re г/>0

^-L4f)- Rey>0

4cos(VJt) I Av Viy )T

+ 2sin(vn)|L-vD«) LvDj,)])'
Rey>0

„1/.2-v-io2v+lj,-2v-2x

X;v-V2(-|)' Re^>°

Re j/>0
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F6)

F7)

F8)

F9)

G0)

G1)

G2)

v-V>

Xv 2 hv

X

X [sir
-t

X {sin [2"

fix)

l ЧЛ v

z:Zx'i

( '!>)

Re v>0

Re v>0

Re v < V2

/
\

Re v < 7г

vy /2 ) v/

-KRe|x<l, v = 0

ix h) X

"I(|x-v)n]/n(a^'/2) +

| Re (x | + | Re v | < 1

00

0

я'/зд2

2v+ ly2v

+

я3/!а2

"*x[

я2

X

г (Л) Kv ixy)

v-1 r

sin (vn) ["'/

cos (vn) /v
+ sin (vn

sin (vn)

(^!/)'/2 dx

I ^

Re j/>0

Re !/>0

cos (v*)Hv+1/2 (¦!¦) +

Re y>0

y-1'2 „(i

2 '/ТЛ +Ц-

X W
v/2, u

J-J), Rej/>0

-v\r/l-M,-v\ ,

/ a-' -in/2\

/2 V 2.V
S J '

Re y>0
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G3)

G4)

G5)

G6)

G7)

G8)

G0)

(80)

fix)

х!г Hv (ax), Re v > - 3/2

Re (n + v) > -3/2

*'* Hv/2 (ax\

a > 0, Re v > -2

a > 0, Re v > —3

Xs1' Hv/2 (ax'),
a > 0, Re v >

- 3

V v/2 iflx2), a > 0

Ro |x > 2 1Re v | - 2

^''Vv/a+y,^*2)- «>o

2 Re |x > I Re v | - 5

x '

sn. v/2 C"*2)- « > 0

Ren>2~I|Rev|~3

OO

[ f(x)Kv(xy)(xy)i/4x
6

Re ;/> | Im a |

Jl-'/22li+v+1ali+1 x

Re у > [ Im a

г/''2 Г A + v/2) o ly*\

Re;/>0

2V/2+V.J,'/, /3 + vK,
а2я

l [ 2 j X

x 5
v+5 v-l( ^")> Rej/>0
2 • 2

г/5'2 Г B + v/2)
s

1 y2\

Rer/>0

-L Г (|x + v/2 + 1) Г (n-v/2 + 1)X

XS_^_Uvp\-%A, Rej/>0

xrf"+ i2^|r(-+3 + Mx
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(81)

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

(87)

(88)

Их)

Dv_lh(ax-4>)D_v_lk(aX-4
| arg a | < я/4

x2H+V--/Jexp(_2-la,2)x
X Afx ц (ал:2), Re a > 0

Re ц >
- '/a, Re Bц + v) > -1

х~% Мк 0 (lax2) Мк 0 (- iax2),
а > 0, v = 0

х~3'" М^ ^ (tax3)MKi ц (- гаг2),

а>0, Re|x>~V2, v = 0

*Ъ Wv/2, |* (о/*) У-vA ц (а^)>

Rea >0

«^''S/'ita, p; v+1; ~Я,2лт2),

Re Л > 0, Re v >
~ 1

xv+ 2v-'/s x

X 3F2A, a, p; Y, Y + v; - A,V),
Re Я, > 0, Re y > 0

Re (y + v) > 0

^"'ЧМаь .... ap;

p,, .... Pff; ~^2),
p < </

- 1, Re |x > | Re v |

jl(x)Kv(xy)(xy)'hdx
0

^ехр[-аBг/)Ч
Re г/ >0

2м.-к-'/за'/,-т-хух-ц-1 х

xrB|x + l)rBn + v + l) X

x«p(-?K"(i(r)'
2A=-3(i-v-x- '/2
2m=»|i +v-x + '/a

Re/y>0

a»-'/'[rB^+l)]»^_|li4(-g) X

2ajr'^2JBaj/)V"/4]x
X^[Baj/)^-''n/4], Rej/>0

2WlX4Hyo+J-»-V,r (v + 1) X

Х5,.ИИ(!,Д), Rejy>0

2v+2Y-2^-a-Pya+|5-2Y-v+'/2 x

xr(Y)r(v + v)S1_a_Pie_p(yA),
Rej/>0

s^V^rC^
+

^rf^-^x
Xp+i^(ai, .... a/Jt

*i*v
,

2
. Pi .... Pe. ^2 J.

Re г/ > О
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(89)

(90)

„(J/ /2 w
Л- /4

X E (a,, .

mnl 2

pi? \

arg % | <

/

..,a,/;:
a >

a,, ..

"CD

(m +

Rep/ ;

(x)

Pi, • •
•, p<7

0, Re ц >

•. <M

., p?/'
p + q < 2

n-p/2-

> 2 | Re

ax'2),
|Rev|

[m + n)

7/2) n

v |
— 3/4

..., m

с

j
0

2m.-V
XE

a/;+i

2-4-

\G"+

a/

(«r, •

Ц +

2

-v=x

/
2, m

+2l
/г =

1

~ ~

X

V

li
4Я

h +

^P+

„/

Pl>

-v/:

(^)

: Pi,

/2rfx

2~2c

ц-v
2

•
>

2

Rej/

6'P?

..., a

= '/4-
Re j/
1

»J/2),

>0

\

p)
v/2
>o



ГЛАЙА XI

Н-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Мы называем ^-преобразованием порядка у функции / (х) функцию

J / (*) Н (ху) (ху)''' dx
о

положительного переменного у. Формула обращения 11.1 A) дана Титчмар-
шем A948, стр. 280). Н-преобразование обратно У-преобразованию (см.
главу IX).

Из пар преобразований, указанных в этой главе, можно получать новые

пары преобразований, применяя методы, указанные во введении к первому
тому, а также общие формулы из п. 11.1. Кроме того, поскольку Н-преоб-

Н-преобразование при —'/г < Re v <'/г обратно У-преобразованию, многие новые

формулы могут быть получены из формул, приведенных в главе IX. Оче-

Очевидно, как с помощью аналитического продолжения получить соответствую-
соответствующие формулы в более широкой области изменения Re v.

A)

B)

C)

D)

CO

J g (y; v) yv
0

f (ax),

xmf(x),

,.'/2+v / d

\ xdx

11 .1. Общие

(xy) (xy)]''dy,

-7г < Rev < 7г

m

m

a > 0

= 0, 1, 2, ...

-v-V, 1

= 0, 1, 2, ...

формулы

(X)

h(x)Hv(xy)(xy)'''dx = g(y; v),
о y>0

a~{ g{a~ly

y'2~v x

xf d )m
X\ydy)

(~y)mg(y,

V)

[yv-1h+mg(y-v + m)]

v-m)
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E)

F)

xv^ X

X

Re[i>0, Rev> -3/г

x^fix),
Re v + 3/г > Re |i > 0

oo

l!(x)Hv{xy)(xyL'dx-g{ir, v),
б y>0

2M-~1r(n)j/"lig(r/; v-j-ц)

21~li[r(ii)rIyIA-vX

xf ni'~»+vtf-4*f-lx
0

X g (ti; v - ц) cfrj

11.2. Элементарные функции

A)

B)

C)

D)

E)

(8)

X~\

х*+'\
0,

x^~v,
0,

/-'\

o,

- 2 < Re v < 0

0 < x < a

a < x < oo

Rev > -3/2

0 < x < a

a < x < oo

ReЖ >/2
- 2 < Re (A, + v) < 0

0 < * < a

a < x < oo

Re a > 0, v = 1

- ctg (vn/2) г/

av+V''H

at/~x'2
2v-'n1/2r(v-f

a
A+V4-

2a [/l(ay)

-'/2

v+i (aj/)

e1-V* Hv-

ч,ГA/2 + Я,/2 +
'"

Г (Vo - Я/2 +

У

7,)(M-v+2)

Pi + v a

2
' -

Li (aj/)J

(ay)

t] X
v/2)
v/2)

X

4 )
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(х) Hv (ху) (хуIЫх, у>0

G)
,'/2

Re a > 0, - 2 < Re v < 2
Lv (ay) +2a sin (vjt/2)

, y1' ctg (vn/2)
X

X

1-v2

3 - v 3 + v a2

2
'

2
'

4

(в)
Re a > 0, Re v >

- 3/2
Re (ц + v)< '/г

X

X [l-^-v (ay) - Ц+у (аг/)]

(9) + a» )

Re a > 0, Re ц < !/г
ReBn-v)<3/2

Г A - ц) cos (ия)

+

X

A0)
Rea>0,

Re (Я, + 2ц) < 5/2

Re (A, + 2ц + v) < 2

XG
22 ( аУ
24-4

/2X

¦щ h, k

(ID
Re a > 0, - 2 < Re v < 0 j/1/2 sin (vjc)

[sh(aj//2)/v+'/2(CH//2)-

A2)
a < « < 00

0, Rev> -3/2

A3)
a < a: < 00

Re ц > 0, Re (X + v) > - 2

2

X + v aV \
-,+ .:-^-)
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A4)

A5)

A6)

A7)

A8)

A9)

B0)

f(x)

0, 0 < x < a

a < x < oo

0, 0 < x < a

xv+'12 (x2~a2)m, a<x<oo

Rev < -2m -72

0, 0 < x < a

x (x2 — a2) , a < x < oo

Re (x > 0, Re (jx + v) < 7г
Re B|i + v) < 3/2

0, 0 < x < a

x~v-'h (д.2 _ ?2I^ a < X < OO

-1 < Re ц < 0

Re v > 2 Re ц -1/2

0, 0 < л; < а

х*-~Ч* (x* - a2)*'1, a<x<oo

Re ц > 0, Re (Я + 2ц) < 5/2
Re (Я, + 2(x + v) < 2

Re a > 0, Re (Я + v) > — 2

лЛ+'^ехр (- ал;2),
Re a > 0, Re (A, + v) > - 3

OO

| / W Hv (xy) (xyL' dx, y>0
0

{~ l)in+l2mam+v%ZlT^y)

cos[(n + v)n]
X [sin (ця) /_|l_v (aj/) +

~l"" COS TV'T'^ H (/тми

X [ГG2+ v-n)sin(nn)]- X
x iF2 (- n; V2- n. V2 + v - ц;

2-'^Г(ц)^+^-"/'

j/V+VjT (Я. +v + 2)

2va^+v+2:rtV2 p(v + 'W

X3F2(l,^ +

3

2 '

X

/, m-м., ft, ft)'
= '/4-v/2

X

'• 2

,3 y2\
v + ; --^rj

2-v-ln-V,a-Pl+v+3,V+./,x

хлA,1Г;:.^:: о
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B1)

B2)

x~v

хЧ,

0,

~'''2 sin

COS [(V +

sine

0

f(x

(ax),
a >

»ei
>

<e<

)

o,

я/2

Rev

0<

a<

,
x =

\ I /
^-* i \>

x < a

x < oc

a cos 9

Rev>-2

0,

n

oo

1/
0

я''

w

32"

X

Hv (xy)

vy'k~v I

(У2-а*)

n (ay/2)

r(v I-

v-'/»|

/v+,/2

dx,

o<

V2)]"

a<

ay/2)

У

У
->

У

>

<

x

<

0

a

00

11.3. Высшие трансцендентные функции

A)

a > 0, - 3/г < Re v < 1

О, 0 < г/ < а

a < г/< со

B) О,
a > 0, - 3/2 < Re v <

'
a-v-y/.+v

0< г/<

a < у <

C)
a > О, Re (v - ц) > О

- 3/г < Re р. < '/а

О, 0<

а < г/ < оо

D) ^ [sin (ця) /д+v («•*:) +
+ cos (|хя) Г^+v (ад:)],
а > 0, 1 < Re р. < з/г

Re v >
- 3/2, Re (v - ц)< '/г

О,

а < у < оо

(Б) xv+tl4v(ax)Yv(ax),
a > 0, - 3/4 < Re v < 0

•X

X2F,(l,2v + |; v+2; ^-) ,

0 < у < 2a

F)
a > 0, - гД < Re v < 0

0, 0 < (/ < 2a

B/2-4a2)'
23v+2e2v|?-v-V,_ /-д

_ v_,/2
л'/г Г ('/j - v)

2a < у < oo
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G)

(8)

(9)

A0)

(И)

A2)

A3)

A4)

A5)

fix)

xk{\Jvl2(ax)f-[Yvl2(ax)f)
a > 0, 72 < Re v

v '2 Г J (ft y\ J , i (h x\
1 vf'2-\-[x/2 \ *л/ v/2 M-/2 » /

~— V (nx\ ~Y (c

a > 0,
- 72 < Re v

/ (ал;'/2)
а > 0, — 7г < Re v <

а > 0, - 1 < Re v <

-{7v/2[6B + a)

Re a > 0, b

-3/2<Rev

Re a > 0, Re v >
-

Re a > 0, Re v >
-

Re (ц + v) >
-

Re a > 0, Re ц > -

xa~ I*
iCjx (ax), Re a

Re (ff + v) > 1 Re \x \

<0

<o

:6/4

]}2],
>o

< l

¦Vi

¦72

-72

-72

>o
-2

CO

6

0,

0,

4л

-

4 e

a"

2M

2H

X

a v

4 sin [a

.\p [ — a

v-i_vv+

-VyV+V

\4У J

-4b2) =

f//2 J_ f*!

/, —Ц—2V~

f 3/° Г (ц +

»r(n + «w

1 4-
3

•

2 J Г

T(V+3

3

2 '

0 < у < 2a

2a < i/ < oo

0 < (/ < 2a

~'/jch ((!«),
2a ch и, и > 0

0

26 < I/ < OO

v + 72) x

X

/2X

/2)
x

2 ' a2 /
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A6)

A7)

A8)

A9)

B0)

B1)

B2)

Re a > 0, Re v >
- 3Д

Rea>0,' -3/2<Ren<3/2

Rea>0

Re a > 0, Re v < V2

Rea>0
Re (a + v) > | Re % | + ] Re u. |

Rea>0, Rev>-5/4

J / (x) Hv (xy) (xyL* dx, y>0
0

Cm. Mohan Brij, 1942: Bull.
Calcutta Math. Soc, 34, 55-59.

X 2^1 (l. 2v + -|; v+2; -^r)

я

г = (г/2 + 4ct2)I/2

^" 'У
, ". „, . \/

2v+3a2r(v+»/2)
'ч

p
/1 I 3 у2 \

\2*2 *
2

7 Ao?)

3p-3yv+*h Г ( x )̂
X

я /?a^ ~^" ^ Г (v + Vo) Г (о + v)
Ti /cf + V + % — (X\ Ti/'(^"b^' — ^<"Ь Ц\

n /l "+V+^ + H CT + V + X —Ц
X 5Г4 ^1|

'

2
'

2
'

2 '
2

'

3 ,3 (T + v (r + v+i_ ?/2\

2 ' v '
2 '

2
' 2 ' 4a2 J

X 2^1 (l. 2v + -|; v + 2; --^)
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B3)

B4)

B5)

B6)

B7)

B8)

B9)

«¦>-<¦ «pM-wb¦

| arg a | < я/4

Re(ff + v)>2|Ren|

%
¦

t a2x2 \ ( aV \X C\p l з ) ^v/2 \ 8 )'
| arg a | < Зя/4

- 72 < Re v < 0

xa exp (ax2) Кц (ax2),
| arg a | < Зя/2, Re a < 1

Rea>0, Rev > - 1

Rea>0, Rev > - 1

Rea>0, Rev > -2

xa K» Bax'°), Rea>0
2Re(cr+v)>]Ren|-5

6

x —

2^я-

'jvT^'^v + a

V 2
'
V V 2

P

/ 3\/v + (T\

^t v + cr
(

v -(- a

2 s^'v + a.
v '

2 ' 2 '

„
— v/2— 1- V/2 —V2 4,

a j/
' x

Xcos(vn/2)T(- v/2)

fe = v/4, m = x/a

, 1 -0 , 1-0

'. —+Л—

/, --f . h,k

X S_v_2] v_!

X S_v_i, v

X S_v_3, v

A= i/4 +v/2

1 - a + ц/2, 2Р
2P

I. p.. p2,

2=1-0

,>.

3

4a2 J

К

+ v/4

-Л

+ v/2

(а2/У)

<«*)

Рз, РА

-ц/2
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C0)

C1)

C2)

C3)

C4)

C5)

C6)

C7)

C8)

C9)

fix)

х-^[2п-ХК^Bа!сЦ +
+ Y2V [2ахЩ],

а>0, -Va<Rev<V2

x'/.-M/Sv(ar1A)-/-2v(«'A)]x
X K2v (axH
|argo|<n/4

-3/2<Rev<3/2

x^YAax^Kviax-),
|arga|<n/4, Rev>-3/2

^-'Aysv Лах'ЦКп ,(<и'А).
|arga|<n/4, Rev >- '/4

| arg a | < я/4, Re v >
- 3Л

л:-'/» {cos[2~' (|i,-v) я] /й (ax'/2)-

-sta[2-I(n-v)jt]y|1(a^)}x
X .Кд (a*1/2), |arga|<n/4

Rev>(Ren|-2

Rea>0, Rev>-'/4

*~'A Hv (a»/«),
a > 0, Re v > - 7г

^-s^Hv_,(a2/x),
a>0, Rev >-i/2

a:~1/2 [J-v (a*!x) +
+ sin(vn)Hv(a2/x)],

a > 0, - 3/г < Re v < 0

CO

[ / (x) Hv (^) (л-г/I/2 dx, y>0
6

гГ'/2 /v (a2/y)

2vn-''>al-*'iF-2 X

Xsin(vn)ii:v + ,/2(~)

1 r a? \
—57- exp

a*v-l /a2\

a2v+1
jr (a21

xr(v+l)rBv + V2)X
x s Г a "\Л

-3v-'i, v-уД s'V» J

-a-'/2v_,Ba^)
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jl(x)Hv(xy)(xy)l'--dx, y

D0) xa Sx, tl (a.v),
| arg a | < я, Re (Я + a) < 1

Re(a + v)> [Re|x|-5/2

Г С/а - Я/2 - (J./2) ГС/,- \!2 + A/2)
. ?L + a 1 — a+(i 1—g-
'• 2~ ' 2 ' 2~

I, g— ,h,k

4+v/2, fe=V4-

D1) (-2 V)X

+ v)>-3/2
Ke>-1

23/z Г (Ц/2 + Va)

Г (A/2 + V + 1)

1

D2)
ReBЯ-l¦2ц^-v)>-7/2

Re (x - X) > 0

Re BA, - 2x + v) <
- V2

2-^-Г BA+1)
г с/, + я + i-i)

X

A=V4+v/2, fe='/4-

D3)
Г еЛ+у/2+Я+A) Г РЛ+ У/2 + Я-ц)

Х Г (v I »/») Г (s/j + 1~к- v/2)

"

Л

w p (\

; -if1

D4) V^ exp B-У) Erfc (///2)
X W_v/2-v2,v/2(*2)>

Re v >
- 1

D5)
- 7г < Re v <

- 2 Re x
X

2к/2-у/4 yV/2-Х-Чг г (- к - у/2)
Г (у2 - и + У/2) Г ('/а - и - v/2)

X ехрB~У) Wfe, m B^'г/2),
2k = к + v/2, 2m = х + v/2 + 1

D6) x2* exp B-V) Wx> Л B"V),
>2|Reц|-7/2 „23/^

X сгз^-у-
Re (к +Я) <0

/, -A-Я, A-Я

v/2, fe=V4-v
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D7)

/ (л-)

[ arg A. I

Re

ai M

p + q < 2 (m + n),

< (in + я - p/2 - q/2) n

a/<min(l, 3/4-v/2),

^)>-5/2,
/= 1, ..., in

CO

[ f (x) Hv (xy) (xy)'k dx, у > 0
6

BЯ)-''2 X
I

w qiz+i, m + 1
z

t?-b 1, p+3 1
'. «i «yft.fcj

1

9 Г. Бейтмен, А. Эрдейи, т. II



ГЛАВА XII

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КОНТОРОВИЧА—ЛЕБЕДЕВА

М. И. Конторович и Н. Н. Лебедей A938, 1939) вывели пару взаимно-

обратных формул
СО

g(y)=\f (f) Kix (U) dx,
6

/ (х) - 2л-*х sh (ях) [ g (у) Kix (у) i/-1 dy
о

и использовали их для решения некоторых краевых задач. Дальнейшие при-
приложения к краевым задачам были даны Лебедевым и Конторовичем, а мате-
математическая теория была развита Лебедевым A946, 1949). Следует отметить,
что функция Kix (у) вещественна, если х вещественно и у положительно.

Иная форма соотношений была установлена в отмеченных выше работах.
См. также ВТФ, т. II, стр. 87.

В этой главе мы даем краткий список интегралов, соответствующих

первой из указанных формул. Интегралы, соответствующие второй формуле,

могут быть вычислены с помощью таблицы, приведенной в главе X. Мы

считаем у положительным, хотя некоторые из приведенных ниже интегралов

справедливы и при комплексных значениях у.

12.1. Формулы

A)

B)

C)

D)

х sin (ах), | Im а | < я/2

cos а.г, | Im a | < я/2

xih(nx)P_4i+lx(z)

xih (nx)Kix(^),
1 arg (J <n

J / (x) Kix (У) dx, y>0
0

2~'гц/ sh a exp (— у ch a)

2~'я exp (— у ch a)

2~1я(р//I/2(Р + г/Г1ехр(-{3-.у)
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E)

F)

G)

(8)

(9)

A0)

(П)

A2)

A3)

A4)

х sh (ял:) Koix (a)
I arg а | < я/4

х sin (яг/2) Kix/2 (a)

| arg а |< я/2

ch (а*) Ки (Р).

| Re а | 1- | arg Р | < я

x(x2 + n2)~l sh(nx)Kix(a)
а>0, л = 0, 1, 2, Я, ...

ас sh (ял;) Ки (а) /С« (Р),
| arg о | + | arg P |< я/2

х sh (яус/2) ^/2 (а) Kix,2 (P),

arg а +| argP 1 < я

х sh (ял) X«/2+A (а) К1щ2„% (а),

а> 0

л: sh (Ял:) Г (Я + «) X

X Г (Я - 1х) Ки (а),
| arg а | < я, Re % > 0

х sh Bлх) Г (Я + /х) X

X Г (Я - а") ^ (а),
а > 0, 0 < Re Я< V2

л- sh (я.«) Г (Я 4- w/2) X

X Г (Я - ix/2) Ки (а),
| arg а | < л/2, Re Я > 0

оо

J / (х) Ки (у) dx, y>0
0

n'lm [ а2 \

2=V/2eXP( У 8J

f'" expf а уМ,
2Vjo'/з к

V 8а /

2 n/f0[(yI+ P* + 2PffCoso)I/']

2~lnzIn(y)Kn(a), 0<y<a

2-:n2l,l(a)Kn(y), а<у<оо

f«P[-f(f + 4 + *)]

2г L 2 (а|3) /г J
z = {i/ + 4аР) '/г

0, 0 < (/ < 2а

2а < г/ < со

г = (г/2-4а2)'/2

2v-1n>/'(ay)'l(.v + a)-?lX
ХТ(Х+Ч,)Кх(у + а)

2^п% j ay \Ь „ , ,

Г (¦/,-»,) V|»-a| j *Ь(\У aD

г = (г/Ч-а2O-'
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A5)

A6)

лг th (ял) Kfc{a)
Гр/4 + й/2)Г№-и/2)

] arg а | < я/2

х sh (ял) Г {X + ix) Г (Я
- г.*) X

XP!*?U(P)Kfc(a).
| arg а | < я/2

| arg (р-1)| <я
Re Я, > 0

оо

j I (x)Kix (У) dx, y>0
0

2-^я" (аф)х (ра-1)Л/2-'Л/С1 (г),
г=(г/2 + а2+2арг/)'^



РАЗЛИЧНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

ГЛАВА XIII

ИНТЕГРАЛЫ ДРОБНОГО ПОРЯДКА

Мы называем
У

g [у, V-) - 3V U (*); У) - tj?j- j / (.г) (г/ - xf~' dx (*)

о

интегралом Римана — Лиуеилля (дробного) порядка \и от функции f (x), a

у

интегралом Вейля (дробного) порядка ц от функции } (х). Вообще ц и у

рассматриваются как комплексные переменные, причем путем интегриро-
интегрирования для преобразования (*) является отрезок x — yt, 0<t<\, а для

преобразования (**)—луч x = yt, t~>\, или х = у + (, t > 0.

Многие авторы обозначают g (у; ц) через 1^1 нли /^J./, a h (у; ц) через K^f
или K}tf- Интеграл

иногда обознача!от /If. Путем замены переменного его можно выразить

в виде Шц{}{а — х); а —у). С другой стороны, если положить / (х) = 0 при

л > а, его можно записать в виде 23jj,{f (.«); t/}.
Производные дробного порядка а могут быть определены формулами

D%f(x) - -^г Ж„_а {/ @; ж}, /г - К Re а < /г,

. Д?,/(*)--^!Г®п-аУ@; *). n-KRee<«,

так что таблицы интегралов дробного порядка можно использовать для

вычисления производных дробного порядка.
В списке литературы указаны избранные книги и работы, содержащие

информацию по теории интегралов и производных дробного порядка.
В работе Харди и Литтлвуда (Hardy and LittleWood, 1928) содержатся
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дальнейшие ссылки. Насколько нам известно, не существует достаточно
обширных таблиц интегралов дробного порядка, хотя почти во всех таблицах

интегралов встречается много интегралов такого вида.

Расширение операторов Шц и ЭВ^ было введено Кобером (Kober, 1940)
и Эрдейи (Erdelyi, 1940). Кобер (Kober, 1941b) рассмотрел также интегралы

комплексного порядка. Интегрирование по частям дробного порядка по

конечному отрезку выражается формулой
а а

J Si (х; ц) h (а ~ х) dx = ( f, (a - .v) g2 (x; ]i) dx
6 о

и было изучено Янгом и Лоувом (Young and Love, 1938). Для бесконечного

промежутка формула имеет вид

по то

г
i)dx= /ц (х; ц.)/2 (x)dx

б о

и была изучена Кобером (Kober, 1940). В этих формулах g\, 2
— Щ\, г и

Операторы Ш^ и 2В^ связаны соотношениями с операторами дифферен-
дифференцирования и интегрирования, а также друг с другом. Мы укажем неко-

некоторые нз этих соотношений. Остальные будут перечислены в списке

общих формул в пп. 13.1 и 13.2.
х °о

Е(х; I)" \f(t)dt, h(x; 1)= \f(t)dt,
0 x

-у— g (*; V) = 8 (x'< Ц
— 1), ~—r~ h (x; \i) = h{x; ц

— 1),

Функции g (x; p.) и h [x; \i) можно рассматривать как \i раз взятый инте-

интеграл с постоянным пределом 0 в случае g и <х> в случае h и переменным
вторым пределом.

Связи между интегралами дробного порядка и другими интегральными
преобразованиями выражаются следующими формулами:

ЗК {g (.v; ц); s) = ГA1~^) Ш [f (.v); 5 +

Я» {А (х; ц); s} = Г(^|о Я» {/ W; s + ц).

Эти формулы могут быть использованы для вычисления интегралов дроб-
дробного порядка при помощи таблиц преобразований Фурье, Лапласа, Меллина
и их обращений. Эти формулы .могут быть также использованы для того,

чтобы вывести нз известной пары, например преобразований Фурье, новую
пару преобразований с помощью интегрирования дробного порядка.

Связь' между интегралами дробного порядка п преобразованиями Лап-
Лапласа была изучена Дечем (Doetsch, 1937, стр. 293—305) и Уиддером (Widder,
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1941. стр. 70—75). Дёч изучил также интегральное уравнение Абеля g
Относительно связи между интегралами дробного порядка и преобразова-
преобразованиями Фурье см. Кобер (Kober, 19'lla, лемма 3). Относительно связи между
интегралами дробного порядка и преобразованиями Меллина см. Кобер
(Kober, 1940). Относительно связи между интегралами дробного порядка
и преобразованиями Ганкеля см. Эрдейи и Кобер (Erdelyi and Kober, 1940)
и Эрдейи (Erdelyi, 1940); см. также 8.1 A3) —8.1 A6). Относительно прило-
приложений интегрирования дробного порядка к теории тригонометрических рядов
см. Зигмунд A965, т. II, стр. 200 и ел.).

Интегралы дробного порядка встречаются в выражениях решений линей-
линейных дифференциальных уравнений через определеннее интегралы. В этом

контексте интегралы дробного порядка часто называют преобразованиями

Эйлера (см., например, Айне, 1939, стр. 258 и далее). Э?ц/ является преобра-
преобразованием Эйлера первого рода, a SGS^f преобразованием Эйлера второго рода
функции f.

М. Рисе (М. Riesz, 1949) развил теорию интегрирования дробного по-

порядка для функций многих переменных; она была применена Риссом и дру-
другими для решения дифференциальных уравнений в частных производных

(см., например, Baker and Copson, 1950, гл. Г, § 7).
Из формул для интегралов дробного порядка, приведенных в этой главе,

могут быть получены новые формулы для таких интегралов с помощью

общих методов, перечисленных во введении к первому тому, с помощью

общих формул, установленных выше и в гщ. 13.1, 13.2, а также с помощью

указанных выше связей между интегрированием дробного порядка и дру-
другими интегральными преобразованиями.

13.1. Интегралы Римана — Лиувилля

A)

B)

C)

D)

E)

F)

Их)

! (ах)

f («>)

X

\ / (i) dt
6

g (x; v)

1, Ren>0

и

[Г^Г1 jf(x)(y-xf-[dx =
о =g(j/; n)

a~il g (ay; p.)

Относительно таблиц см. п. 13.2.

*(кч-1>--^

g(u; ц + i)

g (у; v + v)

У*
Г (ц + I)
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G)

(8)

О)

A0)

(И)

A2)

A3)

A4)

A5)

/W

(x + a)v, Reji>0

xv~l (,v + a)\
Rc(.i>0, Rev>0

Re ц > 0, Re v > С

k=U 2, ...

Ren>0, Rev>C

Re,>0

л^" *0*, Ren>C, Rev>C

л^ exp (ax*),
Ren>0, Rev>0

fe = 2, 3, 4

0

T(v) n+v-1

ToT+77 2 ' ^ •
~ v; 1 + ц;

- (//a),

|arg(z//a)|<n

../„IH-V-I r(v)
f(n-:-vj

x

X/i(- Я,, v; n + v; - уla),
|arg(//a|<n

Г i.a tv)

A 3^2^ л! 2 •
2

'
2

'

aftXy|i + v+lr(v)
1- (|i + v)

X

\^ p / J V v+' V+ ft—1

*
'

ft
' "'"'

ft
'

a'e/'

X P\C<f2(y+ 1). I arg г/] < л

л'/2 ((//а)*1"''2 exp (аг//2) Х

X /D,_1/2 (O4f/2)

Г (v) ЧИ-v-l ч^

v, р (v V + I v + fe-I

\ /С 'v К

[J, + V Ц+V+l Ц+V+ ft-I ^N

ft ' ft > • •
•> ft ' у )
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A6)

A7)

A8)

A9)

B0)

B1)

B2)

B3)

B.1)

B5)

B6)

А--д"

х-2»

exp (

х~ '2

xv-1

X

.vv~'

/ (-г)

"

exp (— а/к),

exp (- а/л-),

exp (-а/,),

схр (ал.1-)

ехр (а.с'¦'-),
Re ц > 0,

ехр (— а.к~ ¦'-),

'-
схр \— ах и),

sin (a.v),

sin (ал-),

Re ц > 0

Reii>0

Re [i > 0

Re ii > 0

Rev>0

I*
— 1

Re [x > 0

Re v > 0

Re a > 0

Re ц > 0, Re v > - 1

[ГООГ1 1 / (*) (У
6

a~Va""'exp(-a/(/),

x/<u

v/2-'/2 -x
а у

x = У-, - ц
-

""%-

-exp(-

exp (~^)
-v/2,

Г (И + v)

X 1^2 (v 4

2a exp(-

„ll+v-lr,,
Г (H + v)

X [1

л'" (у/а)^~

2iT(v. + x)^

}\
—

, Ц + 1

¦H v-'/з p (v

2r(n+ v+ '/
I 3

- ay~'ty

/2sin(a(//2)

- i>'i (v; (.i

-.v)

|arg y\<n

Re

С

0

'
X

e(a

^

^-

4- У

+ v

<«/*»<>

t, V/2 V (/ ) '

(a/y)>0

i/j \аУ )j

1д (a</ '*)]

- X

-./2(a///2)

-/a»,]
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B7)

B8)

B9)

C0)

C1)

C2)

C3)

C4)

C5)

C6)

C7)

C8)

sin (о

x~ '*

х-*-1

x-»-

xv-'

cos (c

*-'/•

x*-x

Pn{\

xv-'

Их)

xl2), Re ц > 0

sin (ax1/z), Re ц > 0

sin (ax'2),
Re|i>0, Rev> -1!->

0<Ren<l, a>0

cos (ax), Re ji > 0

cos (ax),
Re [x > 0, Re v > 0

1X4

cos (ay'1), Re ji > 0

Re ц>0, Re v>0

0< Re ji < 1, a>0

— Vv)> Re jt > 0

Re(i>0, Rev>0

[Г (ji)J-1

Ct// ¦ ' - 1

2!1~'^п;'/::а'/2

я'-' (i//a)!i-

,a + v-lr(

Г (.11+I)

sll + v-lr(
Г (Ц + v)

-2|l~V/2

x r,A.

Г fti -1- « -1- I)

Г (Ц + v)

v Ft) { ii

\j{x)(y~xf~
6

MV+V2)
v

|arg

1/2cos(az//2)/a_1/o

+ i^i (v; ц + v; -

ni('^~'/?), |arg

-яг»..-™»

1
d.v

-?)

УК я

(ад/2)

- '«?/)]

-^)

г/1 <л

г,в)
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f(x)
У

1

\f(x)(y-x)*-ldx
6

C9) С* A-

ReЯ>- 1, ^и, -"о

Ren>0

BА)„ Г (Я. + 'А)

Г (Я, + и + п + у.)
X

а = Л + ц
- У,, Р = Я - jx

- V2

D0)

ФО, -I, -2, ...

Re yi > 0, Re v > 0

|X

n! Г (Ц + v)

X 3F2 (- n, n + 2Л, v; X + Va;

H + V; 2"'Y(/)

D1)
Rcfi>0, Re v>0

X zF2(-n, и + Я,, v; '/2) fi ! v;

D2)

D3)

v-I

J2n+1

1<ец>0, Re v> - Va

Rea> - 1, Ren>0

у
"-|~'

у

X 3^2(-ra>

Г (а + n + l) а+ц

Г (а + ix + л + 1) »

D4)
Г (|3 + п + 1)

•- 1, Reu>0

D5) -it-n-i A _ г-^хK х
Г (-р-ц-n) -p-«-i

х

D6)
Я.-1 р(а, Р)

Re[i>0
л! i' (ix + 1) Г (А + ц)

X Л(-я.

х

D7)
, .п Г(Р + п+

; re I Г(Р+ 1)

Р+ 1, Я;

Р+ 1, Л-f-n; 2~\ч,)
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D8)

D9)

E0)

E1)

E2)

E3)

E4)

E5)

E6)

,W

ReA>0, Ren>0

Хп^Х)'
Rea>-l,Re,>0

ReA>0, Rejx>0

ReA>0, Ren>0

ReA<l, 1<сц>0

Rex>0, Rejx>0

Rex>0, Rejx>0

iч
6

Г(п + а+1)Г(л) Ull.N/

«! Г (a i- и г {>. + ц)
У "•

a+ 1, Я + ц; 1"lyy)

r(ct + n+l) a+ix ,a+[j. .„_

Г (а + ц'+ ft + 1)
J n " "'

Г(и + п+1)Га) ^+ll_i w

X 2^2 (— я, Я; a + 1, Я + jx; fiy)

Па + п+1)Г(К) >ф„_, чу

X Ру"^ A + Y#)> 1 ai'S УУ\<ы

(Y/2)-V2 Г(х) v+,,_| w

Г (I -X) Г (Х + Ц)
-V ^4

X iF2(- v, 1 +v, x;

1-Я, x + u; ~2~lyy),
\УУ\<1

о < у < i

Г С/. + W Г A - Л)
"ч

X3^2(-v, 1 +v, x; 1-Я, и + ц; у),
0<y < 1

Г (A. i v) ,
,0.

v

Г (v+ I) Г (Х + Ц +V)
^ ' '

, , X + n+v k + li]v+l a2y-\
V , 1, 2 2 ,

4 J
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E7)

E8)

E9)

F0)

F1)

F2)

F3)

F4)

F5)

F6)

F7)

x e~ Jv {ax),

Rejx>0, Rev>-'/2

КеЯ>0, Re |л >0

fx = V2, Rev>-Va

ц
= v + Va. Re v > - '/2

'v°"'"'>(a;"=v-./,,R.v>v,

'"ve"'"'v(°'3!-,,R,v<1/!

Re jx > 0, Re v >
- 1

x~v/2 Jv {ax'''), Rejx>0

xK-vl2-l j (as4i\
ReЯ>0, Re [i>0

Относительно многих частных

случаев см. Bailey W. N., 1938;
Quart. J. Math. Oxford Sen, 9,
141-147.

[Г (jx)]
!

f {x){y — x)^ '
dx

J
0

Ba)V»H+2vr<v + i/f) w

X iFi (v + '/2; ц + 2v + 1; ±2iaij)

2-\у91+|1-1гA)
Г (\ + ц) r|v+ I)

'v

2v+ 1; ±2m</)

«¦'¦U.trVM-

(a/2I-vn'V'/2 ^v B-'аг/'/2) X

я ("р~) ^v B Щ")/_v B (ty )

оМ.„—М. U/2+V/2 ^ (ail't2)

22-va~HyH/2-vl2
Г (H) Г (v)

X

av^ +n-lra) ч/

X iF2 (Я; v + 1, Я + jx; - 2~ V</)

(a/!JVjUn-lrD ^

X Л (Я, V + 72; Я + [i,

v+1, 2v+l; -a2;,')

Г (^) sin (vji) ?У,-(-jj. I v
vn Г (X + |x)

" ""

X 2^3 ('/Si ^> 1 + V, 1 — V,

Я + jx; -a2y)
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F8)

(G'J)

G0)

G1)

G2)

G3)

G4)

G5)

fix)

x~'h 7V {ахЦ,
]i
= '/г, - К Re V < 1

H = V2. Re v > - 1

\i = Vs. Re V < 1

Ц
=• V + S!->, Re V >

— Vb

jx = i/., — v, Rev<!/2

Re |x> 0, Re v >
— 1

Re ц>0, Rev> -1

^-v/2y (ал;1'4)
Reu>0, Rev<l

l? МГ1 } I M (y - xf~l dx

sin (\*я)

".'¦'2 sin (УЛ)

x[cos(vn.)Hv_!/2 (ay'k)-

«5(?)"'.(ГЧ%,A-!.Л.

*"°!1°Мв+ч*г'''"<°''"'>
+

nttl1 Г (ii)

ла^ г (ц)

XS|x_v_lj|x+v(ai/'/=)

„H/2-V/2 clg (vn)

2v-2aM. г (ц) Г (у)

a^1 sin (vn)
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G6)

G7)

G8)

G9)

(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

fix)

Re л> 2 | Re v |, Re \i

Re \x > 0,

Re^X), R

х^-'ЧЛахЧ^

Re n > 0,

^-v/2-1 ^(ц,.1/^
RqX>

Re v > -

i (Я + v)

Rev>-

Rev > -

>0

-Vs

>o

-Va

-v2

v, Rev<!/2

Rev>

0, Re ]л

_ 1

>o

X iF3

X

я'/2

X if

(a/2)v г

tor1 J /w(ff-.
0

/+,+v/2_,ctg(vr

(Я + v/2; 1 + v, X

9 9 \ 9^7|*А~ЬМ' —
П 1l\ У
a У' v

a1 sin

Г A — v) Г (А + ц — v/i
f2 (Я - v/2; 1 - v,

Г AX + 2VH 1)

i (v + 7-j; n + 2v +

Г (v + 1) Г (К + [i + v)

ш>"

2vr(T

X

X/v-

T.B-v^-

Л(Я; v 4- 1, Я-Ь

сI f/.v

+ Ц+ v/2;

\"Я)

1; ±2a(/)

X

2v + l,
v; ± 2ay)

i; 2-Wy)



'r-l-v '

X
(I + Tl + M) J

(I (86)

X
'M + \) J('/i + A)gi

~WTZ A6)

г/е - < <v эй 'о <П эй

@б)

X F8)

i г/л*' (88)

уЛ
(Б

fe/iV + ^ + V) -Т

(Б/л + Y) J (л -) J

(л) j 1-г/л-т
(Z8)

р/, - < л эй 'г/г -I- л, = ri

(98)

х
(ил) soo г

B8)

хр „(х - Л) (х) / ,_[(tl)j]

SS] VMi'HdOU OJOIIHOdir NU'VdJHlHH '1ПХ
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dx

(93) „x-l

П < Re n < Re x - | Re X | + 'Д>
¦X

X
{2?,

X

+ cos [(х-Я.) я]

x

Л (ац) +

-ц. X {ay)}

(94)
v-l l r(v)

v, 62, -.., b,,\ ax),

Ren>0, Rcv>0

X

1, если
&<?; од).

(95)
bu ..., bq% ax),

P<q+l
Re Ц. > 0, Re v > 0

X

p+iFq + i (v, ai, ..., cip\

H +v, 6,, ..., bq\ ay),
I ay I < 1, если p = q + 1

(96) GZ I ax

Reft,:
Ren>0

0, a

ay | < 1, если
V -»

(97)
ax

6i aP\
»x ь )- 6r .... bq. -n j'

+ n), Re|i>0

Re6/> -1, y= 1, ..., m

I arg ay I < (/и hit - p/2-G/2) л

13.2. Интегралы Вейля

A)

B)

C)

/ (ax)

/ (a/x)

/'(•v)

OO

[Г (и)] f/(*)(*-г/I1" *«-
» =л(г/; и)

a 1/!(a;/; ц)

Относительно таблиц см. п. 13.1.

-А(у; ц-1)

]() Г. Бенгмсп, А. Эрдейц, т. И
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D)

E)

F)

G)

(8)

О)

A0)

(И)

A2)

A3)

A4)

со

J / (П dt

X

h (x; v)

х~Х, 0<Re|i<ReA

[х+а)~\ 0<Ren<ReA

х~к(х + а)\
0<Re|i<Re(^-v)

x--x(x2 + a2)v,
0 < Re ц < Re (Л - 2v)

(л-2~1)-'М(^ + 1)'/2-и-1);/2Г'
0 < Re ц < 1 + Re v

e"ax, Re(i>0

.v^-1 e~ax, Re(l>0

x~xe~ax, Ren>0

.-c" ^exp (а/ж), Re ц > а

</

ir(ix)]-1 |/(.v)(.v--y)'l-1rf.r =
0
= h {у, ц)

h(y, n + 1)

/г (/у; (X + v)

Г(/.-ц) ,д-л

|arg((//a) |<я

I-L + V-Л Г (Л-Ц - V) N^

У
Г(к-\)

Х

Хз/7! (-v, X ~ \\.
-

v; л - v; -а/г/),
|агц (а/у) |< я или | а/у | < 1

Г(Я.-Ц-2у) |X-?t + 2vv/
Г (А. - Ц) ^ Х

.
,

„ / А. - ц I + Я — ]i

\ I + Л. а2 \

| у \ > а | или Re (а/у) > 0

2v+I/^-'M^-Vs)^ x

1 arg(г/ — 1) |<я

а-"е-од, Re(ay)>0

я"''- (i//a)|l""v-exp(-2""Iay) X

Х/Сй_,АB"'а//), Rc(uy)>0

av-V2y-v-'.'Jexp(_2-iaj/)x
X 1ГХ. v (a//),

2х = 1 - Л - ц, 2v = Я - ц

Re (ay) > 0

(к/у)'-a1' 'exp(^)^_,,(^)
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A5)

A6)

A7)

A8)

A9)

B0)

B1)

B2)

B3)

B4)

B5)

B6)

/м

х~% ехр (а/дг),
0 < Re pi < Re Я

exp(-ax'/V), Re|x>0

х~''- ехр (— ал;''3), Re ц >0

x~xlnx, 0<Reii<ReA

sin (ял-), а > 0, 0 < Re \.i < 1

xll~l sin (ал),
a > 0, 0 < Re ц < '/2

x~2|J" sin (а/л-), Re pi > 0

sin (axh), a > 0, 0 < Re |x < I',

.v ¦-sin (ал;-),
a > 0, 0 < Re Ц. < 1

cos (ял:), a>0, 0 < Re ц. < 1

/'"¦' cos (a.t),
a > 0, 0 < Re ц < V»

л;~2м- cos (a/x), Re ц > 0

oo

[Г(ц)]-1 J/WU-.VI1 d*
и

Г (А,-ц) ц-А, „

., ,
. .

г (А.)
У iFi(h-v; к а/у)

2|1+1'--я-'/'а'/'-'1 X

Re(a(/v=)>0

v ,.H/2-'/., ^ f '/.)X у ^ц-'/з ^ ^ ''

Re(a(/I/=)>0

Г(Я-М) U-Я
Г (Л) 2/ X

X [1п(/+гМЛ)-<ф(Л-|х)]

a~flsin (ау + г^'ц11)

2-У"(г//*Г-1/2х
X [cosB~1a^)/,/2_AB~Ia(/)-

(f)"^^"(i)^-,(i)
2'л-'<''я'Ад1/.-^^/2+'/. y_1/j_(i(atJk)

а~^ cos (ay +2~'|xn)

-г-у^/а^-'А*

x[sinB~1n(/)/1/2_|lB~1Q«/) +
+ cosB-1ay)y1/:!_liB-1ej,)]

/я\"! 1л_м / a \ , / a \
\У \2y »-'2\2y

10*
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B7)

B8)

B9)

C0)

C1)

C2)

C3)

C4)

C5)

C6)

C7)

cos (ax ),
a>0,

a>0,

0 < Re ц < Vs

0<Ren<l

Qv (*)> 0 < Re ц < 1 + Re v

0<Ren<

x~v eia4v(ax),
a > 0, 0 < Re

li = v + '/a> -

xV;2~'/2_/;v+(vf/2)L
*~v/2/v !<*,*<

0<Re

[i = V —

1 + Re (v - Л)

|i < V2 + Re v

Q>0

/2 < Re v < '/2

a>0

a>0

2~ Re v + 3U

a >0

a>0

,u<V4-ReX

'/o, Re v > V2

_2H—VaяV=дV2—ij- ,}4'2~'U y,

larg (ry —

exp B~4'[in) Ba)v~^ Г <У3-Д

я'/з Г (I
—

д, -j- 2v)

(йг/'/2)г v

0

-

(i, Я + v/2,

-„

С ау'/А
V 2 /

i/>0

l/>0

г/>о

г/>о
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C8)

C9)

D0)

D1)

D2)

D3)

D4)

D5)

D6)

D7)

ц
= v + Ч-ъ - Уа < Ke v < '/а

xv/2Fv(axH a>0

0<Rew<3/4-2~1Rev

0<Ren<2~1Rev + 3/4

x~v Iv {axk) Yv {ахЧ
a>0

|i
= v-V2. Rev>1.';>

x-vlYv(ax>u-)]\ a>0

|x
= v — V21 Re v >' '0

*v*-*//«»(<k1'1),
ц
= v + lh_. Re v >

- '/2

ц
= v + 7г, Re v >

- '/2

x-v'z41>((w4 Re!X>0

jx
= v + '/о, Re v >

- '/2

ц •-
v + '/о, Re v >

- 'A

CO

г/

2 VaJ Pv^ 2-JJ-v { 2 J
¦"

/v V 2 r-vV 2 J\>
y>0

X [cos (vn)F_„_v (од'''2) -
- sin (vit) /-n_v (аг/'/2)],

У>0

2»a-'Yl2-y/2Yv-v{°y4
y>o

я-1»а->-ч/2-1/'[НуBау1А)-
-2 Kv Ba//''2)], //>0

Im(a//'/2)>0

Im(ay'/:!)>0

2 \ a / v I 2 УХ

Xff?v(f), Im(ai,V.)<0

i42ay)VKfaf)f.
1т(аг/'/2)<0
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D8)

D9)

E0)

E1)

E2)

E3)

E4)

E5)

E6)

E7)

x vl2H{2

x-ve~ax

x e

x~»-'ke

x~ve'xxK

X-Ve~ax

x~% e"* К

x-^e-™

x~'l4Uv{

f(x)

ЧахЧ

Iv (ax),
0 < Re ц <

0 < Re Ц. <

v (ax),
0<Ren<

Kv (ax),

v (ax),

Kv (ax),

Rejx>0

'/o + КС V

'/2 + Re Я

Re,>0

Vo + Re v

Re [i > 0

,+ ^

Re,>0

Ц-'/Я-

Ц
-

v +- Vs. Re v > - '/a

™,-

Ba)v-M- г (У
л'л г a —

а"'1'-' Bа)я {

X G2l(

rt''2 Ba)-'A

Bа)М-/2+

я'^Bа)-»1/2

n-1/2Ba)S

л'''2 Bа)*1 у11

»"'4?)v

00

\f(x)(x-yf~l dx

V

Im (ау'/г) < 0

i-H + v) w

M-+2V)

ц+v; 1—[i-h2v; —2ay),

Чг — К, О \

Re (ay) > 0

Re(ay)>0

V«rc/J + v)

1 arg (ay) | < Зл/2

i/ X

Re (ay) > 0

W CO

lay

X

>ay

s (vn) X
>/2 — \, 0 \

| sirg (uy) | < Зл/2

Re (ay) > 0

^y'/2)]2, Re(ay'/')>0

Re (ay'") > 0
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E8)

E9)

F0)

F1)

F2)

F3)

F4)

F5)

F6)

F7)

x~vp A'v {axh-) Re jx > U

*~* Kv {ax'1'), Re ц > 0

ц - v - J/2, Re v > 'Д,

a > 0, 0 < Re ц < '/о

x
~

H—v \йх ), a ^> 0

Ц = v -1- '/2, - Va < Re v < Vl'

xv/2 Hv (ax'/2), a>0
Re [i > 0, Re (\i + v) < '/o

0 < Re jx <'..,

И = v + Vs. ~ !/2 < Re v < '/:>

CO

1/

Re(aj/'/2)>0

Re {ay4'-) > 0

2 a" y X

13 \ 4 | - Ц, v/2 - /\, - v/2 - X] '

Re (ay '*) > 0

X [/v Bay'/2) - Lv Baij'h)],
Rc(ay'/s)>0.

Re {ai/'1'-) > 0

i/>0

B/a)^ yV/2 + n/2 r / i/,4

-f- sin (jak) /_il_'V (fl;/,; /j,

,.
. . . и

|arg(a//''2)|<.T

are
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F8)

F9)

G0)

G11

G2)

G3)

G4)

G5)

G6)

v/2 Гн ( VsN у ( 7г\1

0 < Re ц < V2 - Re v

xv/2-'Af/-v(aA;'A)-L_v(a.r1/')l.
ц
= v +¦ 72, - !/o < Re v < '/;.

0 < Re p, < '/o - Re v

V/2 s
1 Ц

0<2Ren<l -Re(?H-v)

хя~1/2ехрB~1ах)^к1х(ах),

л:* *-1ехр (-2-1^) WK,,. (ал:),
Re p, > 0

x^"'^ exp ( —2~'ax) WK, x (ax),
Refi>0

х-РетрB-'а*)ГиЛ(а.г),
0<Re!x<Re(p->4)

x~p exp (-2~'ax) Гк, х (ax),
Re p, > 0

[ГМГ1 jf(x)
У

(х-г/I'-1 dx

B u)M-cos(vn) V/2 + H/2 v^

COS [(.U + V) Л) У

X [Пи^-у \,а?/ ~)

/ 9
^ V /

COS (VJt) /

COS [(Ц + V) It] \

X [/-n-v

Г (¦/, - Я./2 - ц - v/2t

Г С/з -?,/2-v/2)

Г (i/j-ч-Х-ц)

X exp B~ ay)

arg(a(/'/2) <n

Re(a</'/2)>0

-H H/2+V/2

arg (a//'/2) | < n

— u/2 ц/2 + Л— 'Л
. ,

а г/ X

г/х~ e.xp ( — 2 aj/;

„—Д/2,.и/2+Л —'/• e^p

•*- №
y. —n/2. X—Ц/2 ^

„a—p

г('/2 + л-ч)ГG

«"-<?(«»

a-*

P-

p-H

Re (ay) > 0

N^

-4)
/ч

1 + И, р \

irg (a;/) | < Зл./2

p, 1-й \

Чг+К 72-ЯУ'
Re (ay) > 0
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/ U) W (х dx

G7) x-kpFg(au...,ap;
bu .... bq\ -a/x),

0 < Re ц< Re K, p < q + 1

2/Г
vX

i^+i (Я.-[Х, ah ..., ap;
X, b,,..., bQ; -a/y),

у | > | a | или | arg {а/у) \ < n,

если p = (/ + 1

G8)

О < Re pi < 1 - Re a/

¦}Ш+1, П

JP+lq+l
i V° \

I ад I > 1, если р =

G9) av-.,ap

p + q<2(m + n)

0<Re|i<l-Rea;-
/=¦1, .... n

9

(ay) \<(m + n-p/2- q/2) л



Г Л Л В Л XIV

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СТИЛТЬЕСА

Мы называем функцию

преобразованием Стилтьеса функции }{х). Здесь интегрирование ведется по
положительной вещественной полуоси, а у является комплексным перемен-
переменным, изменяющимся в комплексной плоскости, разрезанной вдоль отрица-
отрицательной вещественной полуоси.

Преобразования Стилтьеса являются итерированными преобразованиями
Лапласа

©{/(*); 0}-8 {8 {/(*); t}; у].

Поэтому информацию относительно преобразований Стилтьеса можно найти

в трудах по преобразованиям Лапласа, в частности в книгах Уиддера (Wid-
der, 1941, гл. VIII) и Титчмарша A948, пп. 11.8 и 11.9). Преобразования
Стилтьеса связаны также с проблемой моментов для полубесконечного про-
промежутка (Shohat and Taraarkin, 1943) и, следовательно, с некоторыми цеп-
цепными дробями.

Мы даем также краткий список обобщенных преобразований Стилтьеса

порядка р

8 (У, Р) = @Р (/ W; У) = { / (*) (х + г/)-р dx,
у

где х и у имеют тот же смысл, что и выше, а р — комплексный параметр.
Обобщенные преобразования Стилтьеса различных порядков связаны друг
с. другом, я также с преобразованием Стилтьеса с помощью интегрирования
дробного порядка

Из приведенных в нижеследующих таблицах пар преобразований могут
быть получены дальнейшие интегралы с помощью методов, указанных во

введении к первому тому, общих формул, указанных в таблицах, а также

путем применения приведенных выше формул и таблиц преобразований Лап-

Лапласа и интегралов дробного порядка.



14.2 ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ

14.1. Общие формулы

155

A)

B)

C)

D)

E)

F)

G)

(8)

(9)

/W

xf(x)

(x + a)~lf(x), |arg<x|<rt

fW-f(e)
a>0

х- а
'

g(xeia) .g(«-;")

f{ax), a>0

x~lf(a/x), a>0

fix'')

ГМ

CO

[ Kx){x + y)-xdx=-R(y), \ arg ij\<k
6

CO

\f(x)dx-vg{y)
6

(//-a) [g(a)-g(y)l

(у + аГ1[2-'8(ае1п) +
+ 2-]g(ae~in)-

- f {a) In (yla) - g (y)]

2ni g {;/)

8 (ay)

F' g(afy)

gUyh) + g(-tvk)

-y-4@)-e'(y)

14.2. Элементарные функции

A)

B)

C)

D)

E)

-1,
1,

(а + хГ',

1

a' + x» •

X

a? + x* •

x\

2n<x<2n+l
2n + l<x<2n + 2

n = 0, \, 2, ...

| arg a| < я

Rea>0

"

Rea>0

-KRev<0

In f y
I 2

(a-i,

l

.1

«2 + t/2

Г Г A//2)

1 Г (У/2 + Vs)

)-'1п(а/У)

-[^-1п(
Г яа

,

2

'
'г i/ 'п

I2}1 /

A)]
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F)

G)

(8)

О)

A0)

(И)

A2)

A3)

A4)

A5)

A6)

A7)

xv
a + x

'

|arga|<n, — l<Rev<l

xv

Rea>0, - l<Rev<2

^~, -KRev<l

| arg a ] < я, 0 < Re v < Re p,

x~p{a + x)~a, |arga|<n
-Rea<Rep<l

e~ax, Re a > 0

e~ax, 0<x<b

0, b < x < oo

0, 0 < x < b

e~ax, &<x<oo

Rea>0

/rM, Rea>0

х-У'e~axt Rea>0

x'1'- e~ax, Rea>0

x~v e~ax, Rea>0, Rev<l

/ (x) (x + y)~l dx, | arg г/| <n
0

л (av - yv)
(a-y)sin(vn)

я Г av-lj,-
a2 + y2 [ 2 cos (v3T/2)

2sin(vJi/2) sin (vn) J

я Г yv

av / a \1

r(v)r(u.-v)yv-! 4y

«(a-y)-^_y/a(a,P)
jP sin (ря)

-eaym(-ay)

n

r=l

«,-*.»" Eric (aV>

r(l-v)r/-veayr(v, ay)



311 14.2. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ 157

A8)

A9)

B0)

B1)

B2)

B3)

B4)

B5)

B6)

B7)

B8)

B9)

C0)

C1)

fix)

x~x (l -e~ax), Rea>0

xv~' e~a/x. Re a > 0, Re v < 1

exp (- ax1'), Re a > 0

x~
1-
exp (— ax'2), Rea>0

x^expi-ax'1),
Re a > 0, Re Я > - 1

[exp (см: )- l]~', Rea>0

(ra-f- x)~l In x, [argot |<л

(a + x)~l \n(x/a), largo |<я

{x-a)~l ln{x/a), a>0

x~''- In {o.x + P),
Rea>0, ReP>0

xvlnx, -KRev<0

|arga|<ft, -l<Rev<l

Urga|<n, -l<Rev<l

sin {ax), a > 0

00

/ {x) {x + y)
~

dx, | arg у | < n

0

y-l[\n{ayy)-ett"Ei{-ay)]

ГA -v) yv~x ealyT{v; ajy)

2 cos (ay 2) ci {ay '2) —
- 2 sin (ш/'2) si (ay'/2)

- 2ij~'h [sin (ayh) ci (a//7-) +
+ cos(a2/'/2)si(ay'/2)]

V BЯ + 1) / [exp (iayk + Km) X

ХГ(-2Я, iayk) +
+ exp ( - iay!'- - Ялг) X

ХГ(-2Я, -lay''2)]

ln(a^)-Ba^)-1-*(aff'A)

2~' (y -a) [(In yJ -(In aJ]

2(r/-a) I1'1 Vajl

2 (y-|-a) {л + [In {ylu)\ )

2яу '2 In (ct у -Ь p )

sin (v-я)

Г V V.

— я ctg (vrt) (av — i/v)]

(r/-a)sin(vn) Ly ln^/^ +

+ л ctg (vn) (av — yv)]

— sin (ay) ci (ay) — cos {ay) si (ay)
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C2)

C3)

C4)

C5)

C3)

C7)

C8)

C9)

D0)

D1)

D2)

D3)

/w

V2 sin (ax), a>0

x~'hsin(ax), a>0

x~v sin (ax),
a>0, -l<Rev<2

0, 0 < x < a

(x2 - a2)~'!- sin (Ъх), а<х<со

sin (ax''2), a>0

x'1 sin (ахЦ, a>0

x~'l2sm(ax'h), a>0

jca sin (ax''=),
a > 0, — 3/г < Re ^ < 7г

(.« + P) sin(axJ'2),
a > 0, 1 arg p | < я

_B . / ', о \
X Sin \i7A'

"

"i~ pi'v,

a>0, — Vs< Re P < 1

sin (fl.v ':
— bx~ '"), a, 6 > 0

A:~''-[sin(aje'/-)l2, a>0

CO

J/W (x + j/)-1^, Iargr/Хя
0

лу
's [sin (ay) —

- 21'2 sin (ay + я/4) С (ay) +

+ 2Уг cos (aj/ + я/4) 5 (ay)] -

лу~'1г [21/2 sin (ay + я/4) С (ay) -

— 2'" cos (nij/ + я/4) 5> (aj/) —
- sin (ay))

x[e-iayT (v, -iay)-
- elay Г (v, /ay)]

Cm. Erilelyi Arthur, 1939; Proc.
Edinburgh Math. Soc. B), 6, 94—
104.

я exp (— ay'2)

ny~' [i — exp (— aj/'2)]

y~ '2 [exp (— ay'12) Ei (ay''2) —

я//'1' sh (ay >2)
cos(Яя)

- a~2X Г BЛ) sin (Xn) X

-ехр(-сг/'/2)]

я exp (— с//'2 — 6г/ 'О

2-V'4Ii-«p(-W*I
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D4)

D5)

D6)

D7)

D8)

D9)

E0)

E1)

E2)

E3)

E4)

E5)

X

x~

In

x~

COS

x-

X

X

x~

0,

(x'<

COS

x~

1/2
sin (ax''2

'2 sin (ax''~

,„

) sin(&x'''2),
a>0,

)sin(&x ),
a ^s

(P.v) sin (ax ),
a > 0, а г g

;2
In sin (

(ax),

1 [cos (bx)

cos (ax),

'-
cos (ax),

cos (ax),

ax'-; ,

- cos (ax)], a,

a>0, -KRt

o<

— a2)"" lS
cos (bx), a <

^ CI X
"

/j

'-'
cos (ax' ),

6>0

:Ь>0

a>0

a>0

b>0

a>0

a>0

: v<^ 1

x<a

X< oo

a>0

«>0

oo

6

-

exp [- (a + b) у''"-]}

щ~ '-2
exp (—ay'-) sh (by'IL)

я [in (рг/)ехр(- аг/7-')-
—

exp (аг/'-) Hi (— ay '"¦) -

-exp(-ay'!:)Ei (ay'-'"-)}

яг/""'- In ['А-г ехр(- 2яг/ 1

cos (ay) ci (аг/) — sin (ay) si (аг/)

г/ [¦- ci (brj)cos(b,j) I

+ si {by) sin (&j/) + ci (аг/) cos (аг/) —

- si (аг/) sin (аг/) + In (au~')l

2~'/2я'/2а~'''2 - ny'1- [cos (аг/) -

- 2 cos (ay + я/4) С (ay)
-

-2V2sin (аг/ +jt/4) ,S (аг/)]

яг/~''2 [cos (ay) —
- 21'2 cos {ay + n/A) С (a//) -

-2'/2sin {ay + я/А) S (ay)]

2""'r(l-v)j/"v[e''a!/r(v, iay) +

+ e~iatJT(v, -lay)]

Cm. Erdelyi Arthur, 1939: Proc.

Edinburgh Math. Soc. B), 6,
94-104.

—

exp (— at/'-) Ei (ay") —

-ехр(аг/'/2) Ei(- ay'-)

яг/"'/2ехр(- ay1-)



iro Гл, XIV. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СТИЛТЬЕСА

E6)

E7)

E8)

E9)

F0)

F1)

F2)

F3)

F4)

F5)

F6)

F7)

/to

Xх cos (ахЩ,
a>0, — 1 <ReA<y2

x~''2 (x + $)~l co$(ax''2),
a>0, | arg|5 | <n

x~4z cos (ax*2 — bx~4*),
a, 6>0

л"''1 [cos (ax'/2) - cos Fл1'2)],
a>0, 6>0

.-'McosW/')]2, «>0

a>0, 6>0

x~''2 cos (a.v'''2) cos {bx'ty,

Х-Чг

[|i sin (ax'h)]" + [y cos(a*'/2)]2

sin Bo*'/j)
!PSinUV/3)]2 + [V7aS'<.
x-'/2ln(p.v:)cos(aJc4

a>0, [ argp |<я

^~ " In | cos (o.v'") 1, o>0

x~'b In [l + 2p cos (ax1*) + p2],
a > 0, | P | < 1

0

n^ch(eifVi)
sin О.Л)

-a~2^cos(^) Г BЯ) X

X [jF] (l; 1-2?.; аг/'/2) +

rt?/~I/2 exp (- ay'* — б//"''2)

-b exp (— Ъук) — exp (— at/ty]

2-«^4l-exP(-2^)J

2~ 'яг/~''' {exp (-\a-b\yk) +
+ exp[- (a + b) уЦ}

№/-'/* [2~' (p/v - V/P> sh feaiA') - l]

lPs,,W/2)]2-[vcIlW,)F

re[(B-VV(P + Y)-exp(-2aff1/»)]

яг?«Х")еГ(-^)-
3i^/~''2 In [V-2 + 2~' exp (— 2ay'fy]

^Ы.+,-,(-,Ч1
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F8)

F9)

G0)

G1)

G2)

G3)

G4)

G5)

x-'A In {[b sin (ахЩ2 +

a, b, c>0

[cos (ахЦ]п sin (nox'A),
a>0, w=l, 2, ...

*~1/s In [tg (ax'/2)], а> 0

a, 6>0

a, 6>0

1

sh («'/«)

1

«Vi ch (ях1'2)

л-'Asin (a*V»)
sh (ЬхЩ

х~Ч> cos (ax''i)
ch (bx'k)

'

x~'h cos (a*''1')
c + ch (bxll*)

oa

Г f (x) (x + y)~l dx, |argy|<n
6

2niT1/4n[&sh(a2/I/:!) +
+ с ch (а?/'/г)] — 2яа

яу-'/Чп [th(a«/'/2)]

2яг/~''2 In [l + 6 clh (аг/'/г)]

См. Raraanujan Srinivasa, 1914;

Messenger of Math. 44, 75-85.

14.3. Высшие трансцендентные функции

A)

B)

C)

ci (ax),

Л, (ax), t

xv Jv (ax),
a>0,

a>0

Rev> - 1

-V2<Rev<3/2

t« (ay)f + [si (ay)]2
2

sin (vn)

«^ [H_v(a»)-y_v(e»)]
2 cos (vn)

И Г. Бейгмен, А. Эрдейи, т. II
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D)

E)

F)

G)

(8)

(9)

A0)

A1)

A2)

xv+4v{a*

—'V т (

Xх Jv (ax),

xv sin (ax)

xv cus (ax)

xv cos (ax

xvl2+kJv(

-k-

X

f(x)

0.
a>0, - KRev<V2

a>0, Rev>- 3/2

a>0, ReA,<3/2
Re (A + v) > - 1

yv (ax),
a > 0, - 1 < Re v < V2

Уу (ал),
а > 0, — У-, < Re v < V2

h P) yv (ax),
Q > 0, - V2 < Re v < '/2

a>0, fe = 0, 1, 2

M«Vl),
a>0, 6 = Q, 1, 2

a>0, fe = 0, 1, 2, ...

oo

J
и

2V

2"

-

2

/W(A

Л

sin |(A

¦ + y)
'
dx, | argj/

yv+1 p_v 'ад)-н
2 cos (\1Я)

[Hv (ay) — Yv (ay
2l~vy~v s

T(v) "v~

-*Vr<M + v/S) w

Г A - A/2 + V/2)
'4

2Л-

cos (vn)

2 cos (vjt)

2

1

n

JLUV

COS

(V^

(-1)"

- 1)* Щ
COS

2 '
2

'

2al~Xy Г (Л/2 + v/2-

Г ('/» - fc/2 + v/2)
3-A-v З-Я+v

2 ' 2

(cos (ay — vji) yv

+ sin (ay — vn;)

— cos (ay — vn)

X Uv (^^ ^2) — L_

^2 [-^v (аУ ) — Lv

— V

(aj/

yv

(ay

<n

(ащ]

(ay)

22y2\

X

4 J

) +

(a?/)]

(ay) —

(ay)]

чЧ

41
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A3)

A4)

A5)

A6)

A7)

A8)

A9)

B0)

B0

B2)

B3)

B4)

f(x)

a > 0, Re (A, + v/2) > - 1

ReA,<3/4

sin(ax"')/o(&*Vl),

cos (ax1-) Jo (&/'=),

"""""("'4)'л""

0<a<6, -1

0 < b < a,

xvl2 cos (ахЦ 1\(bxk
0<a<b, - 1

0 < b < a,

[/v (-)]',

a, 6>0

х^ЧЛЬхЦ!^

0<b<a

0<a<b

0<a<b

0<b<a

< Re v < 3/г

Re v >
- '/a

< Re v < '/2

Re v > - 3/2

a>0

Re v > - 1

0<a<6

oo

Г

0

(If-

»,(

2 cli (aj/

2i/v/2 ch

2 /v (ay

2 /v (ay

2yV/2-M-

(x +

Г (A.

ГA-

- ay';

'k)Ko

.p(-

(ay1/,

и'2ех

/=)/Cv

/2)Kv

y)
'
dx.

+ V/2)

X + v/2)
Л

-Шьу'

(by'')

a,'*)/.(

) #v FyV

(ay'2)

(byl"\

(ay''1),

ay'")Kv

\arg y\<n

-»* ^)-
sin [(A + v/2) Я]

)

»*>

1

6>a

b<a

by )
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х, \ащу\<я

B5)

а>0, ReA<l

Re BЯ + [х + v) >
- 2

О, р, q,r,s/
'

р = X + [J./2 + v/2, q = Я + (л/2
— v/2

г = Я - ц/2 + v/2, s = ^-n/2-v/2

B6) X

a>6>0, re = 0, 1, 2, ...

1 - n < Re [i < 2 - 2/i + Re v

B7)

+ cos (ax) Kv (ax)],
г/ '/г cos (ГЛ)

[— sin (ay) Jy(ay) +

+ cos (ay) Kv (ay)]

B8) x~'k [cos (ax) /v (ax) -
— sin (ax) Kv (ax)],

a>0, - V2 < Re v >'/г

' COS (VJl)
[cos (ay) Jv (ay) +

+ sin (ay) Yv (ay)]

B9) xxYy(ax), a>Q
- 1 + I Re v I < Re A < 3/2

л ctg (уя) y>- /ay'
"

sln[(v + A.)n] Jv^ 2

~

sin(vn)sin[(v-A.)n]

-г^-'л;"^"^ cos [2 (Я, - v) я]х
r-v№-

+ 2Х~2л~'а1~Х у sin (^ я) X

3-Я. I-v 3 -Я,- у aV
2 ' 2^ ' 4~

C0)

а>0, -'/2<Rev<5/2

C1)

C2) axh), a>0

l+2-'|Rev|<ReA,<3/4

~~ Л, ~~

¦v+I

V V
- A, 2 , 2 .
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C3)

C4)

C5)

C6)

C7)

C8)

C9)

D0)

D1)

D2)

D3)

xx~' {cos [(Я - v/2) я] Jv (ax''2) +
+ sin [(Я, - v/2) л] Kv (ax'1')},
a>0, |Rev|<2ReA<7/2

a>6>0, re-=0, 1, 2, ...

- V2 —я < Re ц < 3 - 2ra + Re v

X {cos [(A - v/2) я] Jv (ax'1') +

a>b>0

|Rev|<2ReA<4+Ren

xve~ax /v (ax),
Rea>0, —V2<Rev<'/2

Rea>0, Re А<'/г
Re (I + v) >

- 1

X ax v /ax)

|аrga|<Зя/2
ReA-| Re v| > - 1

x-'b e~ax KAm),
Rea>0, -V2<Rev<'/2

Re a > 0, Re X - | Re v| > - 1

Rea>0, Rev<V2

Rea>0, ReX>2~1]Rev|-l

|arga|<я/4

00

f (x) (x + y)~l dx,
0

arg (/1 < я

- 2yx~' Kv {ay12)

cos (vn)

я 2(/ G^ Bаг/
-К Va \

- X, v, - v/

я~'/2cos(vJt) ^ X

-X, 'Л \
-X, v, -v/

пеаУКу (Щ)

j/'/г cos (vn)

х[н

-X

4,-^еГ(а,'А)
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D4)

D5)

D6)

D7)

D8)

D9)

а > 0,
- '/2 < Re v < '/a

а > 0, Re v >
- У2

*-" Н [ »„ /г] /у *-ч. Л Пд J ^^ 3 /

я>0, -V2<Rev<2

x-'M/v(a^)-Lv(a^)],
Rea>0, - l<Re v<2

Rea>0

j f(jc) (л; +(/)""xrfx, larg#l<ji
0

nj/v'2 [/__v (ау'/г) — lv (aj/Vi)]
cos (vn)

я

cos [(?, + v/2) it]
X

/s

,r(l-^ + v/2)r(l-^-v/2)
/s

X iF2 A; 1 - A + v/2, 1 - A - v/2;

asin(vn/2)

w /-,32 / ct2y
-?TG24VT-

- К v/2 + V, \
— К v/2, v/2 + '/j, — v/u)

Относительно других интегралов, содержащих функции Бесселя, см.
Г. Н. Ватсон A949), в частности пп. 13.5-13.55.

E0)

E1)

E2)

Rea>0
- 7s < Re ц < Re x + 7г

xx exp (- ax/2) Mx, д (ax),
Rea>0

xx exp (ax/2) W4, ц (ax),
( arg a | < Зя/2

Re (x + K)<0

Re Я, > | Re ц | - я/2

X exp (ax/2) W_K, ^ (ал;)

Г B|i + 1) y^

"""«SI ax

X G| (a(/

-К 1-й \
- Л, M- + Vs. V2 - IV

- К к +1 \
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/W

1Л>

j f {х) (х + y)~l dx, \aTgy\<n

E3) x*-1exp{-axt2)Wii, ^ (ал:),
Re а > 0, Re я > | Re ц | - '/2

Г (х + |i + '/г) Г (х - |i + •/») УК~1 X
X ехр (аг//2) W_K, ^ (ау)

E4) xh ехр (- ал/2) Wx, ^ (ax),
Rea>0, Re Я > | Re |.i | — 3/2

У
- \, l -)

- К ¦

E5)
i p

b\ ъч
p + q<2 (in + n)

| arg a | < (in + n- p/2 - q/2) я

Rea/< 1, /= 1, .... ft

Re6/>- 1, \=\ от

п+\

3. »i V

E6) P<7

i
а

J_
2Л

, +
, <7+2

0, 'A, a,, .... ap
0. '/.. 6, 6„

arg а | < (m + « - р/2 - <?/2) я

Rea/<I, /=1, .... ft

Re6/>- 1/2. /==!> ..-- т

A)

B)

C)

D)

E)

F)

14.4. Обобщенные

f(x)

/U)

*/W

/ (ax),

x13-2 i (a/x),

!'(x)

X

f f (t) dt
6

преобразования

я>0

во

0

g (У, P)

g (у; о — 1)

ap-'g(aj/;

P ^ (^» P ~^~

(O
— 1 ) P*

Стилтьеса

\-y)~9dx*-g (y; p),

|arg;/|<n

~yg(y, p)

P)

а/г/)

1)-2Гр/@)

(г/; p-1), Re p> l
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G)

(8)

(9)

(Ю)

(ID

A2)

A3)

A4)

A5)

A6)

A7)

и,

X

[Пи)] J f(()(x-tf~ldt,

0<Refx<Re p

xv~\ Rev>0

| arg a | < n, Re v > 0

e~ax, Rea>0

x~*ye-ax, Rea>0, Re p < 1

xKe~ax, Rea>0, ReA.>-l

/exp(- a/x), Rea>0

x~4* exp (- axh), Re a>0

Xх exp (- ax11),
Rea>0, ReA.> - 1

sin {ax1'), a > 0

xx sin {ax''),
a > 0, Re Я > - 1/2

oo

j f (x) (x + y)~p dx, \argu\<n
0

r(p) iiy.fi И)

r(v)T(p-v) v-p

Г(р)
У Rep>Rev

Г fvj Г (д — v +1>) J/V~f
Г (д + p) 0^

X 2^1 ((». v; м
Re

-X

+ p; 1 - y/a),
p>Re(v-n)

„Р-'^ГО-р.ш,)

X exp (ay/2)/Cp_,/2 (ay/2)

X exp (ay/2) Wk, m (ay),

Ь ^^ 7l /9 Г» _1_ 1 юг 3 /О 1 1/к ^а
f\[& [j ~t~ iy m. — Aii/L, ~\- /*>

Re p > Re Я + 1

X j Нуг_р (ay1'2) — Уу2_р (ay''2)]

уЛ—Р+ I
g

. / (j3y

п'/г Г (р)
13 \ 4

2*V/« / 2j/VS V/i-
Г(Р)

n'/j^-P+I 2I/0=
Г(р) GK>i 4

.-»:.'»»)

Re

( ч>)

Re p > '/2

-я ч

p—л— 1, Vji 0/'

р>РеЯ + 72
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A8)

A9)

B0)

B1)

B2)

B3)

B4)

B5)

B6)

x~~

xX

xX

xX

xx

xp

xX

,«

1/2 cos (ax12), a > 0

cos (ал:''2),
а>0, КеЛ,>-1

121 (ax'2),
а>0, Re v> - 1

a > 0, Re (Я, + v/2) >
- 1

Rea>0, Rev>- V?

„—ax ( /„„\
e /y (ax),

Rea>0, Re(A + v)> - 1

eax Kv (ax) I arg a | < Зя/2

ReA>| Rev| - 1

~г1-е~ахК (ах)
Rea>0, Rep>| Revl+V2

e~axKy(ax),
Rea>0, ReX,>| Re у \ - 1

OO

/,«
2л'/г f

Г(Р)

Г(Р)

aP-1

2P Г (р)

2%1-Р
a2^ Г (р)

2

Г (v + '/a

2ylh V/a-P / ,/a

Rep>0

¦4*1 01 / /y2*i
ч*

13 у 4

Re
p-Jl-l, 0, '/»)'
р > Re Я, + i/2

v/2-p/2+y2ft- Сл,,^)У 'Vv-p+lV"!' Л

Rep>2~' Rev + '/4

X

/а'у 1

Re

Г(р-у-'Л)
п'/а Г (р)

k = V2 - P/2, m

Re

5,^+I-p
л'/s Г (р)

COS (УЛ)

л'/a Г (р)

X

22/

о \

p>ReA,+-7<

Ba)p/2~' X

= V2-P/2 + v

р > Re v 4- 7з

->.,Уа \

Re р > Re Я, + Ч2

1+1_р

<«(..
Re р > Re Я, + %

ЛVa Г (р + у - У2) Г (р - у - у2) ^

>

Ba)'Aj, г (р)

-At-,)
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И*) J / (-V) (х+у)
р их, ] arg у |< л

B7) , Rere>0

ReA,>2~1 | Re v | — 1

if \y

2 Г (р)
л

p-i- I, v/2, -

B8)
Rea>0,

| + 1)Г(и + р-(х-72) Х

[r(p)]-1ap/2-'V+'/j~p/2X
X exp (ay/2) Wh, m (ay),

'
2
- p/2 - x, и = '/а - P/2 + Ц

Re p > Re (ц - x) + Va

B9) pp + i)
XГ (f>) Г (к + ц + Va)

-Я, 1-Я Л

Re p > Re (Я - и) + 1

C0)
| arg а |< Зл/2

X

X0g(a,|p_x_7.V-,,.,).

C1) ц

Rea>0

Re p > I Re ц I - Re я + '/2
X

Х«/л

C2)
Rea>0

Re Я > | Re ц | - 3/2

Г(р)

;

C3) f"?
ал:

ai ap
Г(Р)

р + q < 2 (и + п.)
I arg а 1 < (т + п - р/2 - ?/2) я

Reu/>- 1, /= 1, .... /и

+,f

Р+1, G+1

°- а1 ар \
-1, ft, ft,/'

Re p>Rea/, /= 1 га



ГЛАВА XV

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГИЛЬБЕРТА

Мы называем функцию

преобразованием Гильберта функции / (л:). Здесь х чу- вещественные

переменные и
оо / у-г

{ = lim f +

\ —оо

— главное значение интеграла в смысле Коши.
— оо

Относительно теории преобразований Гильберта см. главу V книги Титч-

марша A948) и указанные там ссылки. На стр. 321 приводятся ссылки
на литературу, вышедшую после опубликования книги Титчмарша. Конечное

преобразование Гильберта
Ь

ff (У)-я-1 \j(x)(x-y)-ldx
а

и его приложения к теории крыла были рассмотрены Трикоми (Tricomi
1951 а, Ь) и Никкелем (Nickel. 1951, 1953). Второй из авторов дает ссылки

на более ранние работы по этому вопросу.
В указанных выше соотношениях g (х) называют функцией, сопряжен-

сопряженной к / (л:). Это отношение является косовзаимным, т. е. сопряженным

к g (х) является — / (л:). Относительно связи между преобразованиями Гиль-
Гильберта и интегралами Фурье см. Титчмарш A948) и Кобер (Kober, 1942,
1943 а, Ь). Связь с преобразованиями Лапласа устанавливается, если заме-

заметить, что, формально, мнимая часть преобразования Лапласа, вычисленного

вдоль прямой, параллельной мнимой оси, сопряжена с вещественной частью

этого же преобразования, вычисленного вдоль той же прямой. Формулы

g (у) = п~1® {/ (*); - у} - Bя)-' © {/ (- *); 1 у | е1п} -

-Bл;)-1©{/(-*); \у\е-и), -оо<г/<0.

i{ } '@{/(х); ye~in}-
-я-^{/(- х); у], 0<г/<оо,
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позволяют свести вычисление преобразования Гильберта к использованию

таблиц преобразования Стилтьеса (см. гл. XIV).
С преобразованиями Гильберта связаны преобразования

т / (л:) (cos x — cos у)
~'

dx.

Они сводятся к преобразованиям Гильберта путем замены переменной.
Из приведенных здесь пар преобразований могут быть получены даль-

дальнейшие пары преобразований с помощью методов, указанных во введении
к первому тому, общих формул, указанных в п. 15.1, и использования свя-

связей с другими интегральными преобразованиями.

15.1. Общие формулы

A)

B)

C)

D)

E)

F)

G)

(8)

/(*)

f (а + х), а — вещественное

!(ах), а>0

f(-ax), a>0

xf(x)

(x + a)f(x)

гм

оо

я-' jflx)(x-yrldx-gW)
— СО

g{y)

~!(У)

g{a + y)

8 {"У)

-

g (- ay)

OO

уг(Й+яч jf(x)dx
—

00

со

(? + «)«(?) + "-' \f{x)dx
— OO

e'(y)

*) у вещественно, и интеграл понимается в смысле главного значения
по Кош и.
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15.2. Элементарные функции

A)

B)

C)

D)

E)

F)

G)

(8)

(9)

A0)

(И)

A2)

1

0,
- оо < x < a

1, a<x<b

0, b < x < oo

0, — oo < x < a

x~l, a<Cx<.oo

a>0

*-', -oo<je<a

0, a < x < b

X~l, b<x<<x
a<0<b

0, — oo < x < a

x~2, а<л:<оо
a>0

(x + a)~\ Ima>0

(x + a)~l, Ima<0

0, - oo < x < 0

(ax + &)~ ,
0 < x < oo

a, 6>0

0, - oo < x < 0

(ax + 6)~2, 0<л:<оо

a, 6>0

(x2 + a.*)~\ Rea>0

~?TW' Rea>0

"x272a, Rea>0

OO

•—CO

0

я
1п

1
In

I
~rr—

^ln

a-»

a

a-y
, у ф 0, у Ф а

(y-a)b
a(b-y)

a

a-y

У Ф0, a, b

1

nay
'

УФО, уф а

iCy + a) 

-Hu+a)-1

1
In

л (ay + b)

1
In

a (y2 + a2)

b

b

ay

4

у =? - b/a, уфО

I

лб (ay + b)
'

a

r/2 + a2

у вещественно, н интеграл понимается в смысле главного значения

по Коши.
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A3) о,
сх + d

{ах+ bf

¦оо<л:<0

0<л:<оо

а, 6>0

и (ад + 6)

. 6 1 ad—be

W "оп" I ~Hab (ay + b)
'

О, уф - b/a

A4) (a — x

-(ft-
0,

'¦-(Ь-х)Ч\
— оо <.х<а

a<x<b

b<X<<x,

0,

(//
- a)xl"- ¦

— °o<y<a

a<y<b

b<y< oo

A5) 0, - oo < x < a

{х-а)'/г, a<x<b

(x-a)k- (x-b)''2, b<x<°o

(b
- y)'1'- {a - y)\ - oo <y<a

(b — г/)Ч a<y<b
0, b < у < oo

A6) a-x|'/2-|6-x
a>0, 6>0

! — (a — y)'\ — °o<y<a
'¦
— (y — a)''2, a<y<b

1
~ (У — b) '2, b< y<oo

A7) 0,

(ax+ft)"

¦ оо<л:<0

0<*<oo

a, 6>0

(-ay-ftJ-'^X
Xarctg{[-

— °o<y<-b/a

'"', У=-Ь/а

¦In

-&/а<г/<оо

A8) 0,

0,

-оо<л:<0

а<х< оо

X arccos (— а/г/),
— °° <y < — a

X In
а + (а2 - г/2)'/г

-г/ -a<y<a

X arccos (— a/#), a<y<oo
0 < arccos (— а/г/) < я

у вещественно, и интеграл понимается а смысле главного значения

по Коши.
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/м it~> j}(x)(x-yr1dx
A9)

О,

— оо <х < —

а < л- < оо

-

г/
- (г/2 - а2)Ч -оо<г/<-с

-

У, —а<у<а

-

И + (У2 - а2I'1 а<у<оо

B0) 0,

О,

О < х < а

а<х< оо

arccos (— а/у)
-оо <г/ < -а

In
о + (аг -

-У

-а<у<а

!; '- a,fa) , а<у<оо

0 < arccos (— а/у) < л

B1)

а<х<а
а<х<оо

0,

— оо <у < — а

-а<г/<а

а<г/<оо

B2) 0, со < х < а

а<х<оо

а>0

In
~

у + (у1
- а*)'Ь

-оо<г/ < -а

я (а2 - уг)У'
arccos (— уla),

а<у<а

а<г/<оо
0 < arccos (— у/а) < it

B3)
а < х < а

а<х<оо

B4)

а < х < оо

0,

0,

— оо < (/< — а

—а<у<а

а<у <оо

I

2

2

I

я

я

a —U

a + y

{a + у)

Ъ

ш

/ a \

V у)'

-у

-а<у<а

—--) (-К—?Л arccos (——),2 л \ у ^- и / \ у )

а<у<оо
О < arccos (— а/у) < it

г/ вещественно, и интеграл понимается в смысле главного значения

то Коши.
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я-' j f (х) (х - уГ1 dx

B5)

О,

-оо<х<- а

—а<х<а

а < х < оо

- оо<г/< - а

—а<у<а

-\
а<г/< "о

B6) О,

О,

оо < х < О

0<x<a

а < х < оо

1 1 I а + г/

2 л I а - i

1 , 1

f ——),
\ г//

arccosf )
\ г//

— оо <у < — а

-У

-а<у<а

а<г/<оо
О < arccos (— а/у) < я

B7) О,

О,

-°о<л:<-а

-'/2,
— а< х<а

а < л: < оо

а-у+у

а - г/,

-и \Ч>а-У

а+у
— °о<у < — а

-а<у<а

а<у<оо

B8) -оо<л:<0

0<л:<оо

0<Rev<l

sin (vn)
•

- Ctg (vn) yV~\

-оо<г/<0

0<y<oo

B9)
IV-1

0<Rev<l - ctg (vn/2) sgn у | г/1
v-i

C0) sgn х I х| 0<Rev<l tg (vn/

C1) 0,

(x-a)v{b-x)~v,
0,

оо < x < a

a<x<b

b < x < oo

|Rev|<l

sin (W)

1

sin (vn)"

sin (vn)

b-y

-°о<г/<а

а<г/<6

Ь< г/<оо

г/ вещественно, и иитеграл понимается в смысле главного значения

по Коши.
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DO

я j f (x) (x - у)'1 dx

C2)
О, — оо < х < а

(х-а)*~1 (b-x)~v, a<x<b

О, b < х < оо

0<Rev<l

l

(Ъ-у) sin (vii)

а-у

Ъ-у
— оо < (/ < а или Ь < у <

C3) О,

(х-a)" (ft

О,

— оо < х < а
-l

(Ь - у) я Г (р + (Т)
¦X

Ь<Х<оа

Rep>0, Rea>0

— <х<у<а или 6<(/<оо

-a)p-IF-(/)°-Ic
Г(р)Г(а-1) ,,

я

-p-a, 1; 2-а; |=

C4) О, - оо < X < О

v1 )I~tl. 0<jc<oo
а > 0, 0 < Re v < Ке ц

Г(ц-у)
-— x

X sf,(n-l. v; ц; l+yla),
- оо<г/<0

¦XГ(ц-У-1)Г

0<у<°о

C5) exp (— а [ дг 1), а>0 it sgny [exp (a| y|) Ei(— а | j/|)-

-ехр(-аЫ)Ё1(аЫ)]

C6) а>0 -it-1 lexp (a | у |) Ei (— a I у |) +

C7) 0, ¦ oo <jc<a

оо

b>0

-n~l e~byEi (by-ab),
- oo

-п~1е~Ь11'Ш(Ьу-аЬ),
a<y<<x>

у вещественно, и интеграл понимается в смысле главного значения

по Коши.

12 Г. Бейтмен, А. Эрдейи, т. И
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C8)

C9)

D0)

D1)

D2)

D3)

D4)

D5)

D6)

D7)

D8)

И*)

в1ах, а>0

0, -оо<л:<0

ехр (- ах!'), 0<x<oo
а>0

In
Ъ -X

х — а

1
In

X

In

а<Ь

1 + ах

l-bx

х2-а'

хг-Ьг

я>0, ft>0

0<а<6

sin (ал;), а>0

sin (ах)
а^ 0

0, - оо < х < 0

sin {ах'2), 0<л:<оо

а>0

sgnx sin (а | хрг), а>0

cos (ал:), а > 0

1 - cos (ах)

х
' а>0

СО

it j[(x)(x-!Jr1(ix
— СО

ieia«

2n-'cos(a|!/|''2)ci(aUi'/2)-

-2rt-'sin(a|yr/2)si(a|y|H
-оо<г/<0

- я ехр (а//'/2) Ei (- аг/'/г) -
- л~1 ехр (- ш/ )Ш (ау'/г),

0<//<оо

0, — оо < (/ < а
—

я, а<у <Ь

0, 6 < г/ < оо

— яг/"*1, — оо<у< — а^1

0, -?Г'<//<6~'
- я// , - 6~' <у< оо

— я, — b <у<
— а

я, а<у<Ь
0 в остальных случаях

cos (аг/)

cos (ai/) — 1

У

ехр(- а[ г/|''2), -°о<г/<0

cos (аг/'/г). 0 < г/ < оо

соВ(«|уГ/0 + ехр(-«|у|'»)

— sin(a#)

sin (aj/)

г/

г/ вешественно, и интеграл понимается в смысле главного значения

по Коши.
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15.3. Высшие трансцендентные функции

179

A)

B)

C)

D)

E)

F)

G)

(8)

(9)

A0)

e~axEi(ax),
e~ax Ei (ax).

ci (a\x\).

sgn x si (a | x

cos

sin

0,

0,

0,

o,

o,

Jv

1),

(ax) ci (a | x I) -
— sin (a 1 x

(ax) ci (a |
+ sgn

-°о<л:<0

0<л:<оо

a>0

a>0

1) si (a |*|),
a>0

x\)h
x cos (ax) si (a | x [),

a>0

« =

—oo<x< —

Rea> —

{ax),

, 1<л:<оо

= 0, 1, 2, ...

1, Kx<°°

n=l, 2, ...

= 0, 1, 2, ...

T5p ft V 1
, 1\C p ^*

'^^

1

— oo <x<*0

0<*<OO

a>0, Rev> —1

CO

я-1 l/WU-y) ^

0, — oo < у < 0

яе ', 0<y<oo

sgn у si (a \ у \)

Ci(a\y\)

sgn г/ cos (ay) si(a\y\) +
+ sin (ay) d(a\y\)

sin (a ] у |) si (a |f/1) —

- cos (ay) ci (a | у |)

^n-i(y), —1<г/<1

— fn+ife/), —1<г/<1

—2л-1 (г/- l)a (г/+ 1)pqJ"iP) (г/),
— оо<г/<— 1, 1<г/<оо

lv (-ay)-Jy(-ay) ^^ ^

lv (— ay) — cos (уя) /v (ay)
sin (vt)

'

у вещественно, и интеграл понимается в смысле главного значения по

Коши.

12*
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A1)

A2)

A3)

A4)

A6)

A6)

A7)

A8)

A9)

B0)

/v (ax),

!(x)

—ax),

a>0,

0,

xvJv (ax).

\ X \ Jv

a>0, -

sgn*|

urv/

o,

sin (ax)

sin (ax)

cos (ал:)

a>0, -

(a\x\),

0<X<OQ

—1< Re v < 1

-oo<X<0

0<*<oo

'/2<Rev<3/2

<3/2

xP Jv(a\x\),
a>0, —'/2<Rev<3/2

v(a W).
a>0, Rev>—3/2

-oo<x<0

a>0
- 1 - Re v < Re К < 7г

h (ax),

In (bx),
0<b<a,

J\ (ax),

cos (ax) Jn (bx),
0<b<a,

a>0

г = 0, 1, 2, ...

a>0

rt = O, 1,2,...

OO

—OO

~Yv(ay),

2-4* П*ы

Yv a y\)

(x-y)~{ dx

-оо<г/<0

0<г/<оо

sgn г/ H_v (a| j/l)"]
cos<w) J

sgn у I у Г [tg (vn) /v (« I У1) -

-I»|v Ma M)

-sgn»|y|-vH

2^-T(V2 + v/2)

пал Г A - Я/2 + v/2)

x if2(i; i—ip

cos (vn) J

.(.1,1)

X

Яо^~' Г С/, - Л/2 + v/2)
г. Л.З-Л-v 3—X + v aV\
" '

-н

Utg[(X +
cos (aj/) /j (ay)

cos (a#) /,j (йу)

— sin (ay) /, (ay)

— sin (ay) Jn (by)

2 • 4;

v) Jt], 0 < г/ < oo

г/ вещественно, и интеграл понимается в смысле главного значения по
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B1)

B2)

B3)

B4)

B5)

B6)

B7)

B8)

B9)

C0)

sgn

|*Г

1*Г

1,1-

\4

sgn

о,

I "* 1

sgn

0,

x | x |v sin (a | x

a>0, -1

cos (a | x | — nv)
a>0, -

a>0

a>

x /v<_v

a>0, -

'/2 ;v(a |*|'/a),
a>0, -

a>0, -

-nv)X

/2<Re v<Va

, Rev>—V2

0, Rev> 72

a>0

(flUI), a>0

— оо<л:<0

KRev<3/2

1 < Re v < 3/2

KRev<3/2

-с»<л:<0

OO

—00

1 у |v cos (a | у | — nv) /v (a ! ? |)

-sgn j/ |y|v sin (a|y [ —jtv) /v (a\y\)

\y\~vcos (ay) Jv (a \у \)

-\y\-v sin (ay) /v (a | у |)

X 7lA-v (a | у |)

1,1^%(в|,|)/_.А(в„„

-sgny|//|v/2l2K-iKv(a|r/r^) +

'-'"f^|';«-(.|,w
|w|v/2-y, v

H „ (а|/'/г) 1

cos (vn) J » " ^ у "^ w

Коши.
вещественно, и интеграл понимается в смысле главного значения по
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C1)

C2)

C3)

C4)

C5)

C6)

a>0, —V2<Re;V<5/2

0, -оо<л:<0

a>0, Rev>—5/2

a>0, Rev>—5/2

a>0, Rev>—5/2

0, -оо<д:<0

xKJv{ax!>), 0<a:<oo

a>0

CO

я-1 J!(x)(x-y)~1 dx

! IV/2—'/2 у

X {tg (¦уя) /v (a | j/1 '2) +

— H_v (a | у | '2j — /v (a | у | '2)J}

|y -v/2-v2x

X [/v (a | i/1'/2) - Lv (a | у \'1г)],
— oo < г/ <0

-fv/2 /!H,(Bj/!/l), 0<г/<оо

-Hv(alt/|1/2)-/v(a| г,|'Л)]

"'"'^ыч-^ы.*)]
22?l T(Z,+v/2)

ло2^Г (l-X + v/2)
'4

^' sin [(Я. + v/2) it]

Л (*/) = /ctg [(A + v/2) я] X

X /v(a | у |Н 0<г/<оо

Коши.
вещественно, и интеграл понимается в смысле главного значения по
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C7)

C8)

C9)

D0)

D1)

D2)

D3)

D4)

f(x)

0, -а<х<а

sgn х (х2 - a2)v/2 /v [b [х2 - а2)Ц,
— оо < х < — а или a < х < оо

a>0, ft>0

-1<Rev<3/2

Y-v(-ax), -оо<х<0

Yv (ах), 0<л:<оо

а>0, — 1 < Re v < 1

sin (vjx/2) /v (a | x |) +
+ cos (vjx/2) Yv (a j x \),
a>0, - 1 <Rev<l

sgn jc [sin (vn/2) yv (a | jc ]) -

-cos (vn/2) /v (a\ x |)],
a>0, - l<Rev<l

|x|vyv(a|x|).
a>0, -V3<Rev<3/2

sgnx| ^rli{sin[2~1 (n + v)it] X
XYv(a\x\)-

- cos [2 (ц + v) я] /„ (a | x | )},
a>0

-Va<Re(i<l — | Re v |

| ж Г1* {sin [2 (ti + v) re] X
X /v (a | x | ) +

1 cos^'di + v)^] Kv(a|jc|)},
a>0

-3/2<Ren<l -|Rev[

sgn x\x\~>l X
X {cos [а И -2~1(n + v)it] X

X /v(u|jc|) +
+ sin[a\x\-2~1{\i + v)Ti} X

X Kv F I x \)},
a<&, -72<Ren<l -|Rev|

CO

я jf(x)(x-y)'ldx
— CO

2я-' (a2 - y2)v/2Kv [b(a2 - у2)Ц,
—a<y<a

-{y2-a2f2Yv[b{y2-a2L,
— oo < у < — а или a < у < оо

-/_v(-a#), -оо<г/<0
/v (uy), 0 < у < oo

sgn;/[cos(vrt/2)rv(a|!/|)-
-sln(vn/2)/v(a|y|)]

cos (vn/2) Kv (a | г/1) +
+ sin (vn/2) /„ (a | у |)

sgn г/1 у |v /v (a [ у 1)

|«/|-'i{cos[2-1(Ix + v)rt]x
XYv(a\y\) +

+ sin[2 (fi+ v)rt]/v(a|«/|)}

sgn^/Ur^x
x{cos[2 (n+ v)n]/v(a|«/D-
-sin[2~1((i+ v)n]Yv(a\y\)}

\yr*{sm[a\y\~2-1(li + v)n}-X
X/VF|y|)-

-cos[a|(/|-2~'(n + v)n;] X
XKvF|y )}

г/ вещественно, и интеграл понимается в смысле главного значения
по Коши.
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D5)

D6)

D7)

D8)

D9)

E0)

E1)

fix)

X{cos[a|Ar|-2~' (ц + v) я] X
X Yv (b \x |) -

— sin [a j x | — 2 (n + v)jt] X
X /v (b\ x 1)},

a<b, -8/2<Ren<l-|Rev|

0, - oo < X < 0

x* {cos [(ц - v/2) я] /v {ахЦ +

0<*<OO

a>0, |Rev|-KRe|i<'/2

0, - oo < x < 0

e~axI0(ax), 0<a:<oo
a>0

exp (- a \x | ) /„ (ал:), a>0

sgn xexp (- a\x\) /0 (a*),
a>0

0, — oo < д: < — a

(a2 - ж2)^ e~6jt /v [6 (a2 - jc2O2],

2(x2-a2)v/2cos(w)e-&JtX
X /v[6(A:2-a2I/2], a<x<oo

a>0, 6>0

-KRev<Va

eaxK9(a\x\), a>0

OO

—oo

sgn у | у Г" X

X Ь F i г/1) +

+ cos [a | г/1 — 2~1 (\x. + v) я] X
X /v (b I r/1)}

0<y<oo

- 2n~l sh (ay) K0(a\ у \)

2л-< ch (ay) KAa\ у \)

— oo <y < — a

_ (a2 _ i/2)v® e~by x

-а<г/<а

а<г/<оо

яеау /0 (аг/),
— °°<y<0

0, 0<//<oo

у вещественно, и интеграл понимается в смысле главного значения

по Кощи.
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fix)

E2) sh {ах) К0{а\х\),
а>0

2 'jtexp(-a|(/|)/0

E3) ch {ах) Ко (а [ х |), а>0 r/exp (-

E4)

а>0, -V2 2 cos (vn) I у \v
X Uv {a |

-оо<г/<0

0<г/<оо

E5) \x\~vsh(ax)Kv(a\x\),
a>0, -4->>

I Г л exp (— g I g | ) /v (g | g |)

I у lv L 2 cos (vn)

- tg (vn) sh (a | </1 ) Kv (а Ы )]
E6) ch (ax) Kv (a U I),

a>0, -Va<Rev-

sgn у Г я exp (— a | у |) /v (a | у | )
+

I 9 lv L 2 cos (vn)

+ tg{vn)ch{ay)Kv{a\!/\)]
E7)

in (w)

— n cos {vn) sgn //1 </ |2v X
X exp(- at/2)

а>0, -

E8) sgn exp (- ax2) /v (ax2),

, -1/4<Rev<1./2
я cos (vn)

tg (v«) /

E9) i»rv /v (e i»i:
a>0, Rev> -

F0) 0,

.... V

0, a,, ..., ap

/7 + 9<2 (/« -|- П)

| arg a | < (нг + я - p/2 - g/2) я

Rea/< 1, /= 1, ..., n

Re6/>-l, /=1 m n+ 1,

0, a, np> /\
0, bu ..., 6?> /J'

0<y<<x>

= p+\, u = q+\,

k— целое

у веи;ественно, и интеграл понимается в смысле главного значения по

Соши.
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F1)

F2)

;;;;;;;
p-

| argot |<(m+ n-

Rea/<1,
Re bj > — Уз,

alt ...

bu ...

P

| arg a [ < (m + ft -

Re aj < '/o,

Re&/> -1,

bql'
\-q<2(m +
p/2-g/2) я

/=1

¦?,)¦
+ <7<2(m +
p/2-g/2) я

/ = 1

/=1

n)

n

tn

ll)

n

;?j

00

Я jj
—

OO

sgn у Grvsw [ay
r — tn + 1, s =

ш = </ + 2

!*№(«*¦
;=;«+ 1, s =

ш
= q + 2

U)(x

2

n + 1,

-V*

n + 1,

-y)

bu ¦

ab .

6,. ¦

-Ux

'.'.'. V
P+2,

'.'¦',%'.
P+2,

!)•

г/ вещественно, и интеграл пони.\1ается в смысле главного значения по

Коши.



ИНТЕГРАЛЫ ОТ ВЫСШИХ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ

ФУНКЦИЙ

Эта часть книги содержит в основном интегралы, которые не вошлн

в таблицы глав I — XV.

ГЛАВА XVI

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ

В этой главе мы даем список интегралов, содержащих классические

ортогональные многочлены. Относительно теории этих многочленов см. ВТФ,
т. II, главу X и указанную там литературу, в особенности книгу Сеге. Обо-

Обозначения, принятые в данной главе для многочленов Эрмита, отличаются от

использованных в ВТФ.

Из указанных здесь формул могут быть получены выражения для дру-
других интегралов путем применения методов, указанных во введении к пер-

первому тому, применения формулы Родрига (см. ниже) с последующим много-

многократным интегрированием по частям, применения производящих функций
(см. ниже), а также путем использования таблиц, данных в других главах
этой книги, и применения соотношений (см. ниже) между различными систе-

системами ортогональных многочленов и между этими многочленами и функциями
Лежандра, гипергеометрическнми рядами, вырожденными гипергеометриче-
гипергеометрическими функциями.

Многочлены Чебышева.

Тп{х)^{- 1)" У„(- х) =cos(n8), *

(I X) j>

2~l

(-я, п; Ч->: Va-*/2),

я lim Г (v) C^ (*) = '. P^'1" ~'l2)
{x);

,,,-1
J>

». V.)
2 ПА )
oo

, . „ 1-22
-1 ^' * ~

i _ 2xz + z*
'

Относительно других производящих функций см. ВТФ, т. II, стр. 187.
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Многочлены Лежандра.

Рп W = (- 1)"Р„ (- х) - 2^Г (^г)" ^ -

= 2^1 (-п, п+1; 1; Ч2-Х/2),

-с* ?-">(*).

2л:г + 22)-'Ч

Относительно связи с функциями Лежандра см. ВТФ, т. I, стр. 151 и

далее; относительно других гипергеометрических рядов, выражающих много-
многочлены Лежандра, см. ВТФ, т. I, стр. i28—139 (ц

— 0, v = (i)at II, стр. 181,
а относительно других производящих функций см. ВТФ, т. II, стр. 183.

Относительно определения присоединенных многочленов Лежандра и их

свойств см. ВТФ, т. I, стр. 149 и далее.

Многочлены Гегенбауэра. Эти многочлены называют также ультрасфе-
ультрасферическими многочленами и обозначают Р„ (х).

Г Bv + n) Г (V+ У2) ,
2 nV«-v/2 р'/г-v ,

nlTBv)
(Х ~l> «+v->/2^ >'

2nnl(v+ '/2)„ I dxd)

=
Bv)" p(v-y2. v-'/2), v

+v +

¦>n+l
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Относительно связи с функциями Лежандра и других гипергеометрических
разложений см. ВТФ, т. I, стр. 177 и далее, стр. 128—139, т. II, стр. 177.
Относительно других производящих функций см. ВТФ, т. II, стр. 178.

Многочлены Якоби.

р (2 п\ V dx

) SF, (- я. я +о +

fj P<,a' P) (x) г" =- 2U+P i?-1 A - z + R)-a A + z + ЯГР,
n-=0

Другие разложения могут быть получены из этих с помощью преобра-
преобразований, указанных в ВТФ, т. I, п. 2.9.

Многочлены Эрмита.

Не„ (*)-(- 1)" Не„ (- *) = 2""/2 Нп {2~^х),

Не2ге (*) - (-2)" A/3)„ ,

= (-2)"«!L-'

He2n+I (*)-(-2)" (»/>)««

Относительно других производящих функций см. ВТФ, т. II, стр. 194,
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Многочлены Лагерра.

V»+a/2+n, a/2 W'

«=0

Относительно других производящих функций см. ВТФ, т. II, стр. 190.

16.1. Многочлены Чебышева

Интегралы в этом пункте могут быть выражены как интегралы от три-
тригонометрических функций.

В этом пункте тип
—

неотрицательные целые числа.

A)

B)

C)

D)

E)

F)

1

J(l x)-'l'(l+X)aTn(x)dj

A — х) A + ху> Тп (х) dx =

-i

X jfj (— п, п, а+ 1;

1

-1

1

sin (xyz) cos [(I — я2)''2 A -

-1

1

fc0s(^2)C0s[(l-JC2)'/2(l-

1

2a+2n+'/гц'/« (п.]I Г (а + 1) Г (а + 3/2)

Rect>- 1

2a+P+2»+l(niy,r(e+l,r»+1,w

Vi, а + Р + 2; 1), Rea>-I, Rep>-1

dx = nUn-t (у), —1<у<1

¦ у2)'?2 z] Tin+l (x) A — x2)~'k dx =

¦yi)'l2z]T2n(x)(l-x1r'hdx =

-
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F')

G)

(8)

(9)

(Ю)

(И)

A2)

A3)

A4)

A5)

0

i

-i

l

jo-
1

A — X

-! ¦

jd-л
1

A + ¦>

X

l

0

-h
1
0

-'/•x«rn(x

) * ill \X)

dx<=2~'

Г„ (л) rfx =

)-''Hl + x)m+n~^Tm

4F l-m m

-*)-*.-

с2)~'^Г„A-

~nTm [(l+x
ch (Ttx/2)

«..

a, a + V2; 7л a

1 n \x)

x2y) dx =

dx = T\

m \

B-«|
v 2 /

{x)dx =

n Am + 2

л'

+ П+Ч

p«(l-

B«)l

m~!

'22a-

г ('/.

•2, a-

,Bo'

...

«>.

i-2)!

)i (9„_ ni • '" + ПфО

/*гтт(п-а+'/2)
- a) Г (a + n + y2)

'N

-П + 1/.,; 1), Rea>0

Rea>0

») + ^»-i(l-y)]

¦-0Э.
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A7)

A8)

о*

B0)

B1)

B2)

B3)

B4)

?(. + *

0

OO

0

0

oo

j

0

\n
= 2

OO

J(a2 +
0

-("¦

l

[A-
X3^2

1

-1

1

COS ()
-1

2)
— rt/2 71 [A + x3)" ^]

ch (Яд;/2)

*IA-n[ch(jw/2)]-2

2)~n/2[ch (ллг/2)]~2

ch (W/2)

Щ'1- 4 ) ^Vl

л;2)~"/2[сЬ {пх/2)]~

x)^{\+x)alln{x)c

r2n-i[(i + ^)-'/2l

ГяГО + х»)-1'»]^

4d
a+341 ,-„ ,

гТп[а,{р? + х*)-Ц

2п+3/г [(„+ 1)|]2Г(а +
{in + 2)! Г (a + n + %) Г (a

*)a(l + *H ?/„(*) Л

(-ft, n+ 1, a+ 1;

C!/z)sin[(l-A:2I/2(l

2a+|3+2n+2 [(n +
Btt + 2)

3/2, a + P + 2; 1),

¦"¦-'-.<

- y2L* z\ U2n (x) с

dx~

-„-,,-

Vre ' 2

7s) Г (a + 1)
- n + 'Д)

l)!]2 Г(а +
1 Г (а + p +

Rea> -

2/),

B«)l »"

^ {ft "f- 1)

Rea>-1

1) Г (|3+ I)

1, Rep>-1
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B5)

B6)

B7)

B8)

B9)

C0)

C1)

C2)

C3)

C4)

l

-1

1

-1

1

-1

j
j

1

-1

_f
l

-1

1

-"i

l

-l

sir

A

A

A

<¦

A

l (xyz) sin [A-х

-x)

-*:

-x>)

-X)

-x)

-«•

rt'foa-Vs

«'

Un [x(i

-'1*
(I + х)'1г

1/2 [un (x)V

]'*Um(x)Un

(l+xL'Um

i^; = л/;

">-

(*) ^n (

~'k um

'»A + *)"•+»+''. <ym

(m + l)(n+ 1)

X 4F3 (- m,

-*"„(*)

tf)'l2z] U2ll+l

2 dx = (n+ 1)

= 0,

(x) Un (x) dx --

(x) Un (x) dx =

¦J (x\ U (x\ tfx _з

Г (а) Г (л - a + !/2) 4/

m + 2,

....

22)'/2 +

a, a-4->) *h

^-»

yz\dx
n + j

(

(.V) rfAT =

1 - (/2)''- f72ra+i ((/) /2re+2 («)

к

m ф ft

25/г (m + I)(n+ 1)

+ 3/г) (m + /г + 5/г) 11
- 4 (HI

- nJ]

= 0, m > ft

л Bm + 2,1 + 2) !

2m + n+2Bm| „!Bn+l)|

a + ft + 8/2, u.-n-4-i\ 1),
Rea>0

Л (У) t/« (г)

13 Г. Бейтмен, А. ЭрдеПи. т. II
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C5)
2B/г)!

2"

C6)
I

111

C7) ¦ s2«—
A

C8)
б

C9)
2« \ 2 /

Re a > 0

D0)

Rea>0

16.2. Многочлены Лежандра

См. также многочлены Гегенбауэра, функции Ложаидра, гипергеометри-
гипергеометрические ряды.

В этом пункте тип
—

неотрицательные целые числа.

A)

I m

[ xx Рш (x) dx = 2~i'i!+x~2)nm • Re Я> -1

6

l

B)

C)



12] 16.2. МНОГОЧЛЕНЫ ЛЕЖАНДРА 195

D)

E)

F)

G)

(8)

(9)

A0)

(И)

A2)

1

-l

l

-l

I

)
-1

j
I

I

i

,-

(z-

x(z

(z-

(z-

(a2

(a2

2 \
— V2 p / vл )

г 2Ш + 1 \л

„n(X—1 /1 г \["S — 1
p

-лг)~'Р„(л:)й;л; = 2

-x)-1P0{x)dx =

<3яB

2 Q,

¦xrlxn+iPn(x)dx = 2

-x)~l xmPn{x)dx

+ b2-2abx)~'l2sin

+ b2-2abx)~'llcos

= 2гг

[Я (a

[Я (a

= n (

m.

(¦/=)„
m !

x + P)

).

(г),

zn+x Qn

71
Qn (г)

2
+ 62-

2
+ 62-

(i/2)m+1
m + 1,1

Rea>0

г в разрезанной

г в разрезанной

м 2'г + '(«02
к~>

B«+1)|
'

г в разрезанной

С я, 2 в разрезанной

2а6х;)'/г|р„(л)й;х; =

2abx)'k}Pn{x)dx =

Rep>0

плоскости

плоскости

плоскости

плоскости

, а, 6>0

0 ^ a^J Ь

Комплексная г-плоскость разрезала вдоль отрезка [—1, 1] веществен-
вещественной оси.

13*
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A3)

A4)

A5)

A6)

A7)

A8)

A9)

B0)

B1)

l

-l

j
j

i

j
1

-I

I

-1

j

j

Pm(x)Pn(x)dx = 0,

in

<->-¦'.<.>'.«*-

ГA-о)Г(п + а+1) « -^

\Z
— x) гщ К*) *n \x) Q-X — ^ "m

П

•+»+'!(,„ + „)„«

0,

(г) Qn (г),

г <С п, г в раяреяячной

z в разрезанной

x(z-x)~l [Pn (x)]2 dx = 2z Pn (z) Qn {z) - 2 B« + I) ,

z в разрезанной

l

J x (z - x)~l Pm (x) Pn (x) dx = 2z

Относительно других подобных
1948: Ргос. Glasgow Math. Assoc,

тф п

т~>п

Rea>0

плоскости

плоскости

плоскости

Рт (г) Qn {г),

т<п, z в разрезанной плоскости

интегралов см. MacRobert Т. М.,
1, 10-12.

Комплексная 2-ллоскость разрезана вдоль отрезка [ —1, 1J веществен-
вещественной ОСИ,
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B2)

B3)

B4)

B5)

Bfi)

B7)

B8)

B9)

C0)

C1)

J*
0

i
f

0

1

—• 1

j
1

-1

f
-I

1

-1

j
1

-1

1

(а2 + х2)~'/гРп(

См. Shabde N.

(.-«-О-

ж*B-ж)-1A-

P»(x)]2rfx-1

Dm (x} Om f V^ rfje

„-„-К,

(—1) [F fw)l

2Г(Д + я)Г(Д-п) '

2n+I

Q., 1940: Bull. Calcutta Math. Soc, 32,

тП
P,7 (x) dx = 2m (г2 - 1 )m/2 Q^1 (г),

m^.n, г в разрезанной

^г, k = 0, I, ..., п
—

т, г в разрезанной

2 («+т)|

д + 1 (д - т) 1 '

т 1_(_1)* + 'г
№+тI

(«-*)(» + * + !) (ft-m)!

Re а>0

121-128.

ПЛОСКОСТИ

ПЛОСКОСТИ

-«•

...

Комплексная z-плоскость разрезана вдоль отрезка [—1, 1] веществе^-
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C2)

I

Г A - х*)т12 Р% (х) Р™ (х) Р™ (х) dx

-1

т эт~'/г (fe + m) ' (/ + m) ! (it + m) ! (s -

(ft-m) ! (/-m) ] (п-т) ! (s-fc)!

у
г (fft + '/г> Г « - fe + 'А) Г « -г + V.) Г ft - п +

2s — k +1 + n + m, 2t = k + l + n — m четно

k

C3)

1

f Pf (x) PI (x) Prn (x) dx.

-1

Cm. Gaunt J. A., 1929: Philos. Trans. Royal Soc, A 228, 151 — 196.

16.3. Многочлены Гегенбауэра (ультрасферические многочлены)

См. также многочлены Якоби, функции Лежандра, гипергеометрические
ряды.

В этом пункте тип — натуральные числа.

A)

B)

C)

D)

1

f A x2)v~
Л

I

oJ

l

Г v—V

J(l-*

1

J
-1

12 C^(x) dx=O, n>0, Rev> —!/г

Re p > - V2

23+V+V2 г (В + 1) Г (V + Vs) Г BV + n) Г (В - V + 8/i)
n 1 Г Bv) Г (P - V - n + s/,) Г (P !¦ v 4 n 4 »/2) >

Rep >-l, Rev>-72

1 л;H Cv (x) dx
2tt+P+' г @ + 0 г (в + о г (n + 2v)

X iF2(-n, n + 2v, o+l; v + '/s. a + P + 2; 1),
Rea>- 1, Rep>-1
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E)

F)

G)

(8)

(9)

A0)

(И)

A2)

l

J xm (z - хГ1 A

1

\xn+1(z-x)-]
-1

rtv)
e

l

J
-l

l

JO x) [C,

l

-l

1

-1

1

f A —х*)ч~'1*Су

~ x*)v~lf' Cl (x) dx =

m < n, Re v >
- J/a.

/s) ni n+l B _ iiV.'2-V4O

Re v >
- '/,,

«'-Vf»r(

., Л2 ^ n2l-2vrBv +
1 "I(B+V)|r(V

и r\v~'k \CV fvii2rfv Л

r xj |^ore ^;j ax

г в разрезанной плоскости

re+v—Уг '¦*¦' Г (V) Г (V + п + 1)'

г в разрезанной плоскости

2v + re) „.—v r i-.\
.

-¦ ¦ a j v+re ^O)>

Rev>-V->

4r(v-%)rBv+B)
n! Г (v) Г Bv)

Re v > 7а

v-'A [Г Bv + re)]! Г Bn + v + у2)

Rev >0

__

лЧ* [Г (V + '/г)]- Г (V + 2n + '/«) Г Bv + 2/i) Г Cv + 2я - '/г)

22v+2« [« ! Г (v + n + '/г) Г Bv)|2 Г Bv + 2n + >/2)

Rev>'/e

тф n. Re v > — 7а

Комплексная 2-плоскость разрезана вдоль отрезка [—1, 1J веществен-

вещественной оси.
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A3)

I

| A _ ,)V-'A A + ху+т -»-'/, Cv {x) cv {x) dx ^

/ nm
tf-^-m+n^k г Bv + „) Г (у - '/2 + m - re) Г (Уз - У + m - re)

1 '
т\ (n-m)l\r{v)YV(

1

A4)

=

23v~'/a Г (v + Va) Г Bv + m) Г Bv + ге)Г (у + >/„ + m + n) Г С/г - У + я - m)

m 1 я ! Г Bv) Г ('/г - V) Г (v + Va + re - m) Г Cv + Va + /n + n)
'

Re v > V2

A5) J A - ;c)v~V2(l + x;Kv+m+tt~3/2C^ (x) Cl (x) dx =

Уа) Г Bv 4- m + га)]2 Г (v + m + re + У2) Г Cv + wt + n — '

Г (v + m + 4t) Г (V + п. + '/») Г Bv + m) Г Bv + я) Г Dv + 2т + 2д) '

Rev>'/6

1

J (I - х)а A + хУ

^
2a+v+'/ar (а + 1)Г(У + '/2)Г(У-а4-Д-'/г)ГBц + от)

m I д! Г (v - а - '/г) Г (V - а + я + %) Г BЦ) Г Bv)

-v+3l2; 11 + V2. v + a + «+3/2. a-v-n + 3/
Rea>-1, Rev>

A6)
J

A7)

1

J (z-;

'/'/ V-Va

Re v >
— lj.>, г в разрезанной плоскости

A8)
-1

Cm. Hsu Hsien-Yii, 1938: Duke Math. J. 4, 374-383.

A9) J
Re v > 0

Комплексная z-плоскость разрезана вдоль отрезка [—1, 1J веществен-

вещественной оси.
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B0)

B1)

(I-*2I
-1

!

J

' ' C* (cos a cos p +

Г Bv

Rev>-72,

x sin a sin P) dx =

^^(cosa)^

Bv)n Г (v + '/,) Г (

2Г (n + v + a + V,

Rea>0, a = v + a

(C08P),

J)
n(a.0),j

-V* P =

Rev>0

v
- a - 72

16.4. Многочлены Якоби
См. также гипергеомитрические ряды.
В этом пункте тип

—

неотрицательные целые числа.

A)

B)

C)

D)

E)

l

J

i

Jd-

-i

2a+C

Г

-1

|П ,. lfr (n o\ , ^ „ 2a+^ + l Г^Л М 1- v\ P* ' "' ^Л //v ¦

(o+ 1)Г(о + п+ 1)

-Р-«+1)Г(а + а

Rea>-1,

+ 1)Г(|3 + п+1)Г

Г(а-р +

+ п + 2)

Re а > -

Oz-p + n)
¦т.) li i .ij '„ WJ'T

«!Г(а-р)Г(Р + р + « + 2)

Rep >- 1, Rep >-

Хз^2(-«, a + p + n+1,

x)
~'
A - ж)" A + *)P P^a-P) (л) dx =

+ n+l r(a + n+l)r (U + n+ 1) ._

n^_t
x

Rea>-1, Rep>-1, j

p) 2rf
2a+P+)

p + 1; a+ I, p

Re p >
- 1,

: в разрезанной

Г(а+п.+ 1)Г(Р+г

Re a > - 1,

д + а+1)

+ ff + 2;

Rea>-

*

- 1

-1

1).
-1

плоскости

l+l)

ReP>--1

Комплексная z-плоскость разрезана вдоль отрезка [—1, I] вещественной оси.



202 Гл. XVI. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ

F) f П - Х)а~] A + xf \Р{а- Й (x)]2dx =

Rea>0, Rep >- 1

G)
-"i
24a+p+l r(a+ >/2)|Г(а+п + ]

п'/« (п О2 Г(а + 1) Г Ba + 6 + 2n + 2)
Rea>-V2, Rep >-

(8) J A - XJa+?J+ 2n
(\ + xf [P<«- » (x)f dx

22a+2(,+2n+1 г (p + 2n -H) |Г (а -Щ + 2n + 1)]' Г Ba + К + 2« + 1)
[til Г(а + Р +п+ 1)]гГBа + 23+4« + 2) '

Re P > - 1, Re Ba + p) > - 1

1
a n 4- v^P

(9) С A - x)a (I + xf P<%- P) (x) P?- P) (x) dx =• 0,
*i

/и^я, Re a > - 1, Re

A0) f (I - xf A + xf

nl Г (р + р + 2и+2) Г(а + р + и + 1)

Rep >-l, Rep

A1) | A - xf-1 A + xf ff-

f A + xfA2) (I — x)a A +лг)
J

т1(л-т)|Г (a + p + n+ !) Г (а + о +т

Reo> —1, Re a
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1

-1

1

A3) J A - x)a A + xf+° p<?- P)
(x) p?- o)

(*) dx ¦-

Rea>-1, Re([3+cr) >-

A4) j (I - х)а (I + х)а+Ь+а+т+п Р^& (х) Р%а) (х) d

22a+P+a+m+rt+ l

+ п+1)Г(а + а+п+l)
x

. Г (а + т + »+1) Г(а + Р + т + п+ 1) „ . „ ,
, й , . .

x
ГBа+р+а + 2т + 2» + 2)

' Re a >
- 1, Re (a + p + a) > - 1

I

A5) J A - xf A + ^y^ -"-1p^a- Й (ж) p^> "> (ж) dx =

а+а+тп г-Р+ m-n)

Ш (П, - m) I Г (a + о + m + 1) Г (P - in + n + 1) Г (a - p + 2m - 2n)
'

Re a > 0, Re cr > n — m

A6) J A - xf A + х)Р p»- B)
(x) P»- P) W dx

2) Г(а-р)
•

Re p > - 1, Re p > - 1

l

1A7) | A - *)a+p A + xf p?- » (x) />? P)
(x) dx -

-1

(-|)m+ a+P+P+'Г (a + n + I) Г (a+ p + 1) Г (|3 + m + n + I) Г (p + m + I)

Re (a + p) > - 1, Re p > - 1

/lg\ j /I jp\CI+P+p+7W+ n
/j

i jp\P n(tt, P) /j.\ n(P» 3) /

J n m

-1

Re p > - 1, Re (a + p + p) > - 1
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A9)

1

J A - x)P+m-"-1 A + xf Р%-» (х) Р%- » (jt) dx =

2в+р+т~п г (« + n + 1) Г (Р + « + 1) Г (р + m -п) Г (g -p-2/n + 2« + 1)

п!(п — т)! Г (а — т+п+1)Г(а-р — т + п+1)Г(|3 + р + т+!)
'

Rep > — 1, Rep>n-m

B0)

I

J A - x)x A

mini Г (p+|)Г(а-Т) Г (Р +t н-я + 2)
Х

X tFii-m, p + a + m+l, x+l, т-а+ 1;

p + 1, p + т + n + 2, т - а - n + 1; 1), Re p > - 1, Re т >
- I

16.5. Многочлены Эрмита
См. также многочлены Лагерра, функции параболического цилиндра,

вырожденные гипергеометрические функции.
В этом пункте т и п — неотрицательные целые числа.

A) J

B) J exp [-2-J (х - уJ] Не„ (х) dx - Bхс)'/г г/«

C) Г (jc ± w)v exp (-2-1*2) Не„ (х) dx -

_itt±J2_J2_ Bя)''« ехр [±2-'я (V- п)

D) J х-1 (xs + a2)-1 exp(- 2-'x2)He2n+i (*) dx =

о

= (- 1)" (jt/2)'^ a~2 [2"n! - Bn + 1)! exp B a2)D_2n_2 (a)]

E)

F) = (- 1)" (я/2)'^р2/1 exp (- 2
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G) I exp(- 2~ix*)sh®x)Hem+i(x)dx = (n/2)'/'$2n+1expB !p2)
6

OO

(8) С exp (- 2"lx2) ch (Pa:) He2ra (x) dx = (я/2)'-'2 p2" exp B~''p2)
о

OO

(9) |" exp(-2-'A;2)[HenW]2i.v=Bn)I/2ft!

A0) j exp (- x*) Не,„ (г) Не„ (*) i.v = (- l)^""'2 Г (^f^-),
¦OO

тЛ-п четно

A1) f

A2) J exp (- aV) Hem (.v) Hen (x) dx =
¦OO

- a""-»-1 A _2a2)m/2+"/2 Г ("t+;'
+

1) X
X2F, (-m, ~h; !~^~"; 1^T), Rea2>0,

/re. -Ь /i четно

A3) J exp [- 2-1 (x - yf] Hem (x) He,, (x

A4) J exp (- ^2) Ней U) He» (x) Не„ (х) d«-

= л Г (s - fe) Г (s - m) Г (s — n), k + m + n четно, 2s = k + in + n + 1

A5) I exp (- 2~lx2) Heft (x) Hem (x) Не„ (л:) dx ¦¦
Bn) Д ftl ml 01

(s-ft)! (s-m)l (s-«)!
•

/г + »i + n = 2? четно
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A6)

A7)

A8)

A9)

B0)

B1)

B2)

B3)

B4)

CO

J
— CO

CO

J
— CO

<X>

/•
0

exp

Cm.

exp

CO

Jexp(
0

CO

J
— CO

CO

1
CO

— CO

J
— CO

f

exp

exp

exp

exp

(- й?) Не,„ (х) Не„ (х) He;e (x) ...dx.

Busbridge I. W., 1948: J. London Math

[-2-1 (x-yf]Hen(ax)dx -Bя)'лA-

- (- 1)га(я/2)'/2(а2~1)" + '"схр(-2

- 2~lx2) cos Fx) Не2„ (ах) dx

= (л/2O2 A -

(-2-'х2)Яга(ах)Яга(х) = 0

[- 2 (а2+ р2)х2]Нет(ах)

(— 2~'x2) Hem (ах) Нега (Рх)

(- Л2х2) Не,„ (ах) Не„ F.v) d

-а'1) ехр^
—

B„

т!

Нега (р*) dx

( т -f- n -f- I \

1 2 J
Re (а2

1)-"/2(а2 +

х = 0,

Soc. 23,

а2)"/:-Нега

135-

Г

L(i -

"'р2)Не2п+1[-

2""'р2) Не

г + пу

аирт (а2 +

+ Р2)>0,

1

т

-„.

т +

141.

аг/ ]

ар "I

х= - 1)V» J

а>-!)'/.]

т<п

'а"

у

п четно

т+п
\г»

1 !

нечетно
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B5) xp exp (— x2) He2« (ал:) Не2П (fix) dx.

Cm. Buchholz Herbert, 1953: Die konfluente hypergeometrische
Funktion. Springer-Verlag, Berlin, Gottingen, Heidelberg, Sec. 13.

B6) J exp [ - 2~' (x - yf] Hem (ax) Не„ (ax) dx

B7) exp (— Л2х2) Hem (ax) Не„ (p.«) He;; (\x) dx = 0, nt + n + k нечетно

B8) f exp (- X2x2) Heft (ax) Hem (P^) Не„ (ух) ... dx.

— OO

Cm. Bailey W. N.. 1948: J. London Math. Soc. 23, 291-297;
Lord R. D., 1949: J. London Math. Soc. 24, 101-112.

B9) j xp~[ exp (- XV) Hek (ал-) Пе,„ (fix) Не„ (ух) ...dx.

о

См. Appell Paul and M. J. Kampe de Feriet, 1926: Fonctions
hypergeometriques et hyperspheriques. Polynomes d'llermite, Gauthier-
Villars, стр. 343;

Erdelyi Arthur, 1936: Math. Z. 40, 693-702.

C0)

Г I _1 9\ ..

I Avn ( — 9 У I Г1 f* ( У -4- /У 1 I IP I VI CA|J\ ?i A / 1
1Сщ \Л T^ yj

1
iC/j \Л

— CO

= BjiI/2 m\ zn~m Ln~m( - yz\ m

C1)
:-1\1А1 , (-1) яB«)|

16.6. Многочлены Лагерра
См. также вырол<денные
В этом пункте тип

—

A)
0

гипергеометрические функции,
неотрицательные целые числа.

Г (а —р + в + I) Г ф)

п\ Г (а — 3+ I) ' ReP>0
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B)

C)

<«

W

F)

G)

(8)

(9)

A0)

oo

0

oo

0

oo

0

I

Г(сн-я + I)

ttl \ J ft \ /

CO

J n
¦

n
¦

0

Cm. Buchholz Herbert,
Funktion, Springer-Verlag,

l

\x
0

oo

J
— oo

CO

J-
0

oo

0

'(l-^'L^LJiKl-

т!«!Г(а + 3 + т + П +

= (-1Г«(а+„'"

Г(а + п+МГC-

Rea>0

m-An. Re a> — 1

Re(a+p)>-,l

ReP>Rea>- 1

1953: Die konfluente hypergeometrische
3erlin, Gottingen, Heidelberg, Sec. 12.

x) >j] dx =

B+l) 7O+6+I fy\
2) m+n Vyj.

ft!

= (я/2) '^2 exp

Rea> — 1, ReP> - 1

e" 6m

(-.-л[<,-м.-лг

р(-.-Л[1,»<.-ЛГ
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A1)

о

= (я/2I/2г/ехр(-:

A2) J ехр (- 2-!*2) L» B" {х2) L~^~a {2~lx2) cos (xy) dx =

- (я/2)* ехр (- 2-У) /.«(г-1//2) /.""-'А B~У)

A3) J ехр (- 2 *2)1„B-!л:2) He2n+1 U/2) sin

= (я/2)'/' ехр (- 2~У) /.„ B-!(/2) Не2п+1 (у/2)

A4) Г ехр (- 2~'л:2) Ln{2~lx2) Не2„ (х/2) cos (лгу) dx --

¦ (я/2)* охр (- 2-У) i,, B~'у2) Не2„ (у/2)

A5)
б

Cm. Erdelyi Arthur, 1936: Math. Z. 40, 693-702.

14 Г. БеЯтмен, А. Эрдейи. т. II



ГЛАВА XVII

ГАММА-ФУНКЦИЯ, НЕПОЛНЫЕ ГАММА-ФУНКЦИИ
И РОДСТВЕННЫЕ ИМ ФУНКЦИИ

Относительно этих функций см. ВТФ, т. I, главу I и т. II, главу IX.
Данные ниже выражения для неполных гамма-функций и родственных

функций через вырожденные пгаергеометрические функции служат для
вычисления интегралов, содержащих эти функции. Поэтому здесь мы дадим

лишь небольшую выборку из интегралов, содержащих неполные гамма-

функции и их частные случаи.

Функции ошибок и интегралы Френеля.

= 2п~>кх~1/г ехр (- 2-

= 1 - Frfc (x);

Erfc (*) - n-'h Г (V2, x2),
- 2'Ая-1* ехр (- 2

= л-Ч-1 ехр (- л2) 2F0 (I, Va!

= я-'Адс-'А ехр (- 2 *2)W_,Ai ,

= I — Erf (*);

С (x)±iS Ь) = 2-1ке±я{'*Ет1(е*птх
^^n-^x'^FAVoj 3/2;

Интегральная экспонента и родственные функции.

-Ei(-x)-^i(jt)-r(O, x),

-jt-'e-'^Cl, 1; -дг'),

шХ-1Ьв-*1**_%0{х);
Ш (х) =2 [Ei (ж + Ю) + Ei {х ~ Ю)],
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Ci (*) ± i si (x) = - ci (x) ± i si (*),

= Ei(±ix) = - Г@, + ix),

Неполные гамма-функции.

у (a, x) = a~lxa jFj (a; a + 1; — х),

= а""'.га/2-'/2 е~х/2Л1а/2-72, a/2 (*),
= Г(а)-Г(а, х);

T(a,x)-x°-le-x2Fa(l, 1-a; -л: ),
= xal2~'be-xr-Wa,2-%a/2 (x),
=.Г(а)-у(а, x).

17.1. Гамма-функция

A) J Г (а + x) Г (Р
- x) dx = 0,

-OO

Re(a + P)<l и либо Ima<0<ImP, либо Imp<0<Ima

B) ;Г(а + р),

<1, Ima, Imp<0

C) f Г (a + x) Г (p - x) dx = - OT21 a~p Г (a + P),
-OO

:l, Ima, Imp>0

D) J Гф + х) rfjcc=0' Imo#0, Re (a-p)<-l

F)
Г(о + х)гда-х)~ r'a + p-i)' Re(a + p)>l

F) exp [Bit« + л - 29) xi] dx = 0, Re (p - a) > 0

-л/2<0<я/2, п- целое, (re-I-V2) lma>0

14*
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СО

G) Г Г (а + х) Г (р - х) ехр [2 (яга + 6) xi] dx =>

ОО

= 2я»Г (а+ Р) Bcos б)-" 3ехр [@ -а) 8/] X
X [цп (Р) ехр BгаяР0 -т)„ (-а) ехр (-2пяш)],

Re(a + P)<l, -я/2<е<я/2, п - целое,

_

Г 0, если ('/2 - n) Im ? > О
Ч" ~

I sgn {\'2 - п.), если (I/» - n) Im ? < О

= 2л» sgn (га + Уо) B°°s(p^~"~' ехр [- Bяга + я - 8) а» + в (Р - 1)»],

Re(p-a)>0, -я/2<В<я/2, /» ^ целое, (га + У»Iта<0

sin to) d» [2 cos №)}

1)
Sin

sin @ппх) dx .

(Р-х)sin (ях)

Re (a + p) > 1, n — целое

dx

Т(а+х)Гф-х)
"

Re (a + P) > 1, га — целое

[2cos (С/2)}Р
1)

COSJ l'(a +
- CO

'

Re
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A5) J гЙТД. PU)-многочлен.
oo

См. Ramanujan Srinivasa, 1920: Quart. J. Math. 48, 294-310.

A6)
Г Ф (*) ехр [Bяд + 8) xi] dx

_

J Г(

2"' в (Р - а) /1 J Ф @ ехр Bяп«) dt,
о
J
о

Re(a + P)>l, -я<9<я, «-целое, Ф(*+1) = Ф(*)

Т (а + х) Г(Р-х>'
^ (•*) ~ периодическая функция, имеющая

вещественный период.
См. Ramanujan Srinivasa, 1920: Quart. J. Math. 48, 294-310.

A8) f Г(у + Ж)г<
V ¦* J Г(а+Х)Г(

-Y-6)>1> ImY. Im6>0

Г (у + x) Г F + х) ,

=

± 2ягг Г(а + р-у-6-1)
а*

81п[я(у-в)]Г(а-у)Г(а-6)Г(Р-у)Г(р-6)'

Re (а+ Р —у -*)> 3> Im у. Im6<0

± в соответствии с Imy^lmb

г —1 1

Г Г(аРу + дс + 1Lдс яехр|±2 'я(б-у)<]
B0) J Г(» + «)Гф-х)Г(у + х)

'

Г(р ! v 1)г(а + Р ")г( Y~6+'V
Re (Р + у) > U б = а - Р — у + 1,

± в соответствии с Im 6

B1)
' dX

Г(а+х) Тф-х) Г(у + ^)Г (б-х)

р + у + 6-3
Г (а + р - !) Г (р + у - 1) Г (у + в - 1) Г F + а - 1)'

Re (а + р + у + б) > 3

/ sin(Jix)dx sin 12 я (P-a)J
I22) J r



214 Гл. XVII. ГАММА-ФУНКЦИЯ, НЕПОЛНЫЕ ГАММА-ФУНКЦИИ [23

B3)
г

J 1'

Г 1 1
cos (л х) dx cos 12 я (ft-ct)]

B4)
г F<a+X)F(&*

Ф (x) dx

1

Г (я + p + v + 5-3)
- 1)ГF + 0- 1

о

I, Ф (X + 1) = Ф (х)

B5)

J г(«-

«) [( -P)] dt

Ф (х) dx

,
Ф (х + 1) = -Ф {х)

B6) Г (а + х) Г (р -х) Г (y + kx) Г F - kx)]~l exp (ncxi) dx = О,

Re (а + р + y + б) > 2, с, k вещественны, | с | > | k \ + 1

Относительно других интегралов такого вида см. Ramanujan Srinivasa,
1920: Quart. J. Math. 48, 294-310.

B7) Г!п, /гч Г lh , ;„ч |2 j. _ "'Д Г (а) Г (а + '/,) Г (ft) Г (Я- </г) Г (а + Ь)
i (a + w) 1 F + гх) ^ dx =

2 г (а + s + 'А)
»

а>0, 6>0

B8)
Г (а-Их) 2

dx -
"'^' Г (а) Г (a + '/») Г (Ь - a - '/,)

2 Г (Ь) Г (Ь - i/) Г (Ь - а)2 Г (Ь) Г (Ь - i/г) Г (Ь - а)

B9)

«00
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C0)

JLAJ

— f2Jt(" J
X -,-2/22 e

Re Я> | Rep, |-V2, |argz|<ji/2

C1)
1 Г Г (X- A, + s) Г (Я + Ц- s + '/г) ?

^
Г (и + ц + '/,) % -г/2,, / v

2Я2 J Г (.u-A, + S+ '/j) ГBц+!) я
, МЛ2''

-it»

Re (x - Я) > 0, Re (Я + ц) > -'/:>, I argf г [ <я/2

C2)

_

Г (а + у) Г (а + 6) Г (Р + у) Г (В + 6)

Г (а + В + v + 8)

Re a, Rep, Rev, Re 6>0

C3)
1

2П.1
ds -z

2>0

C4)

77
1

^ JJ Л Л
-'¦» П r('-*/+s) П г(а/-*>

/ I / l

zs ds = Gmn z

jb + 9 < 2 (m + я), | arg г | < (tn + n - p/2 - q/2) я

Rea/<1, /= 1, ..., n, Re 6/>0, /=!,..., m

C5)

-l П
/=m+!

l

p + q < 2 (m + п), I arg г | < (m + n — p/2 — ?/2) я

Rea/<1, /=1, .... n, Re6/>0, /=!,..., m

I p 1

Re 2a;-2

Относительно других интегралов этого типа см. п. 7.3.

Пустое произведение считается равным единице.
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C6)

I

sin Bяпх) In [Г (а + х)] dx =

= — Bпя)~! [In a 4- cos {2nna) ci [Innd) —sin Bnna) si Bшта)],
а>0, и=1, 2, 3, ...

C7) cos {2тгх) In [Г (а + х)] dx =

: — Bдат)
'
[sin B/гяа) ci Bгсяа) + cos B/гяа) si B/гяа)],

а>0, /г=1, 2, 3, ...

C8)

!

exp {2nnxi) In [Г (а + х)\ dx =

= B/гяг)
'
[In а - ехр (

- 2лпш) Ei Bяяш)], а>0, п-±Л, ±2,...

C9)

1

fin [Г (x)]dx = 2~i In Bя)

D0)

1

J In [Г (а+>:)]= а In а-а+ 2~' In Bя), а>0

D1)

71-1

In [T(a + x)\ dx= у (a+k) In (a + k) - na +

+ 2 '«1пBя)-2 '«(«-!), а>0, /г=1, 2, 3,

D2) sin Bя/гл;) In [Г (х)] dx = Bя/г)"' In B№у/г), «= 1, 2,

D3) sin [B/г + 1) nx] In [Г (x)] dx ¦-

/г = 0, 1, 2, ..

D4)

1

(" cos Bnnx) In [Г (л:)] dx = -^, n= 1, 2, 3, ..
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17.2. ^-функция

A)

B)

C)

D)

E)

F)

G)

(8)

»

A0)

i

0

i
i

i
0

I
0

CO

J
0

oo

/

/
ОС

г

J

oo

0

¦ф (a + x) dx = In a,

e2nnxt ,j, (a + j.) ^ = e-2nnat g| Bпяаг),

sin {2tmx) i|) (x) dx ¦= — я/2,

sin B«ялг) ij) (a + лг) d^ =

= sin Bnna) ci Bпла) + cos Bгезш) si

cos Bnnx) 1|) (a + x) dx =

= sin Bдата) si Bmw) — cos B«na) ci

я; (a)

sin(na,.

^ [in x -¦ ip (l !¦ ajj ax — ^in ^Я(^ ,

v- in 1 1 Sin(na) |

-[Mr-1 '1 *r
тоГ!;

яаЕA + а)
sm(an)

a>0, n = ±1, ± 2, ...

n= 1 2 ...

Bпяо), а>0, n=l, 2,...

BrtJia), a>0, n=l, 2, ...

KRea<2

0<Rea<l

d+aj-a-1]
sin (яа)

'

-KRea<l

-2<Rea<0
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A2)

OO

0

oo

0

-a („

ф(* + D- In*]

n =

cos {2nxy) dx = 2"' [т)з (y-

>(z) =

Ы)--In y]

0<Rea<l

17.3. Неполные гамма-функции и родственные функции

A)
б

f *р~' Rrfc (ax) rfx= r<Pf+'^ Rea>0, Rep>0J я «p aP
0

Rev>0, 0, Rep2<Rea2

C) Г xv~] sin (рлг) Erfc (алг) rfx=
0

3
2^2

n'/2(v+l)av + l 2 4 2
'

2
'

2
'

2
'

4a2 7'
Re a > 0, Re v >

- 1

D)
"'

cos [fix) Erfc (ca) йл: =

о

, (—, -^±i_; — , —+ 1; --Ё1Л Rev>0, Rea>0
V 2 2 2 2 4a2 /

E) J ep* Erfc (а'/!лг'/г) dx = — [ ^\k - 1 j , 0, Re p < Re a

F) J sin(p^
о

Re o> | Imp |
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G)

(8)

О)

A0)

0

Rea>| Imp]

f sin (bx) Erf (a'/2*-'/2) dx = - b~l exp [ - BаЬ)Ц cos [Bа6)'/г] + 6 ,

Rea>0, &>0

f cos (bx) Erf (а'/^"'Л) dx = b~l exp [ - BаЬ)Ц sin lBabL'].

Rea>0, 6>0

J ch Bv<) exp [(a ch <JJ Erfc (a ch /) dt = ~-^ co" Д)
°

,

0

Rea>0, — 72<Rev<V2

Относительно интегралов, содержащих произведения функций ошибок
и других вырожденных гипергеометрических функций, см. Bock Philipp,
1939: Compositio Math. 7, 123—134. Отметим, что функция, которую Бок

обозначает Erfc, в наших обозначениях равна 2~!ji'/aErfc.

A2)

A3)

A4)

a

f ex Ei(-x)dx=-ln (ay) + ea Ei ( - a)
0

i
El{~ax)dx~

- - P {e~Pc Ei (- ae) + In A + p/a) - El f - (a + P) c]}
OO

f Jtv ex Ei ( - a;) djt = "Jn(^.'- ,

- 1< Re v < 0

0
'

OO

J v(a + P)v ;!1^1'Vl
' '

o+B/
0

|arga|<jt, Re(a + P)>0, Rev>0

Относительно других интегралов, содержащих - Ei ( — х) ~ Ej (x), см.

LeCaine J., 1948: National Research Council of Canada, Division of Atomic
Energy, Document No. MT-131 (NRC 1553), стр. 45 и след. и Busbridge I. W.,
1950: Quart. J. Math. Oxford Ser. B), 1, G0-184.
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A5)

Re(cc+P)>0, Rep>0. К

A6) f ^-'
J
0

, Reix>0,

A7) dx = г1"^ Г Bv) ехр (-?-) D_
Ret УRet

_2V
Ba) V

Rea>0, Re|3>0, v ф 0, Rev>-Va

A8)
'

exp (ax2) sin (bx) Г (v, ax2) dx --

|arga|<33t/2, 0<Rev<l

Относительно других интегралов, содержащих

?„(*) = *""' Г A-я, лг),

см. LeCaine J., 1948: National Research Council of Canada, Division of
Atomic Energy, Document No. MT-131 (NRC 1553), стр. 45 и след., а также

Busbridge 1. W., 1950: Quart. J. Math. Oxford Ser. B), 1, 176-184.

A9) v, ax'") dx = 2-^а-Г^-1 Г (v) ехр (~)»-
Rep>0, Rev>0



ГЛАВА XVIII

ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА

Относительно теории этих функций см. ВТФ, т. I, главу III и указанную
там литературу, в особенности книги Гобсона, Уиттекера и Ватсона, Мак-
Роберта (MacRobert). Многочисленные разложения функций Лежандра
в гипергеометрическне ряды перечислены в ВТФ, т. I, стр. 128—139. Эти
разложения можно использовать для преобразования интегралов, содержа-
содержащих функции Лежандра, в интегралы, содержащие гипергеометрические
функции.

18.1. Функции Лежандра переменного
конечные промежутки интегрирования

A)

B)

C)

D)

l

Г к— 1

Г
PAx)d

0

I

I ** *
v * '

0

I

X
Г ('Л + A/2

- V/2) Г A + A/2 + v/2)'

(-l)«nV22-4'"-'r(A/2)r(l +

Г('/2 + т/2)ГA+А/2 + т)ГA-

2-2.2

я,/222„-1г(адl'
Г C/j - ц/2) Г (I + A/2 - ц/2)

УЧ

'< 3^2 \ 2 '
2

•

ОТ 4 VI

m + v)

ReЯ>O,,й = O

RcA,>0,

Г (А) Г (! 4 т + V)
Г ('/г + V2 + т/2 - v/2) Г A + А/2 + т/2 + v/2) Г A

ReA,>0, от = О

, 1, 2,...

Ren<2

— т 4 v)
'

12,...
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W I* ^l л > rvWtt/l г(Уа + А/2-ц/2-\>/2)Г(!4Л/2-ц/2+ v/2)
'

F) \x%~i{\~xi)*P^(x)dx-

G) J xx~l A - лг2)"^ sin (ax) P>) (лг) rfx

-' (Л-Ц-v)] Г [2 (З + Л-ц + v)]
Р ^1±А 1 _l .

3 |х Л - ц - V З + Л-ц + v а2

(8) [ л;я-! A - x2)"'4"'2 cos (ax) P? (ж) d^ =

я'л 2^-я г a>

Г [I+2 (Л-Ц + v)] Г [2-'(!+A-n-v)I
'

Л Л+ 1
, 1_ 1 + Л-Ц-У

2*2* 2

X

1 ~

", 1 + -

ReЯ>0>

(9)

n = 0, 1, 2 Re v>«

A0) j Px(x) Pv (x) dx = 2[ji (\-v) (\ + v + l)]~l X

0

X [A sin B~!Яя) cos B~'vn) -Л cos B~!Ял) sin

я _ Г('/2+У/2)Г A +Х/2)
Г С/г + Л/2) Г (! + V/2)

.
_
ГA + Л/2)Г'.'/2

л
г
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A2)

A3)

A4)

A5)

A6)

A7)

A8)

h
-2"

А М Qv M rfx= [(Я.-v) (Л + v+I)] {ф (v+1) - ф (Я+1)-

"!я (Л - А"') sin [2~! (Я, + v) я] + 2"'я (Л + Л )sin [2 (Я, - v) я]},

^ Г (! + А/2) Г (>/„ + V/2)

Г(у2 + А/2)ГA+\>/2)

l I

0 0

См. Barnes E. W., 1908: Quart. J. Math. 39, 97-204. Отметим,
что применяемое Бернсом определение функций Лежандра второго
рода отличается от используемого в этой книге.

j
I

j
i

-I

^{x)Pf(x)dx.

См. Shabde N. G., 1937: Bull. Calcutta Math. Soc. 29, 33-40.

r<l + v+l)r(A-v)«

Я2М- Г п + Ц/2) Г (X - Ц/2)
Г (А Ь V/2 + '/а) Г (А - V/2) Г (- Ц/2 + V/2 + I) Г (- Ц/2 - v/2 + Vs)

'

2Rel>| Re ц |

z пробегает разрезанную комплексную плоскость

г пробегает разрезанную комплексную плоскость

Комплексная z-плоскость разрезана вдоль отрезка [—1, 1] веществен-

вещественной оси.
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A9)

1

[ A - хГт~Х A + xf12'''2 (г + xf-'Ь x

~тпХ
х кimi q-v imi+Ciimi qh,_, imi}

-V2<Re|x<0,
2 пробегает разрезанную комплексную плоскость

B0)

1

Г A - х)-»12 A + xf12'^ B + xf-'1* P!J (*) rf^
4

=
Г (Ц - У») (г - 1I*-'А (г + l)~'/i ^=

я'/2в2цяг p(|x + v)p(|1_v_I)

— V2 < Re ц < 1>

2 пробегает разрезанную комплексную плоскость

B1)

1

Г A - х) - A + x)|x/2+v~I ехр (- j^j y^ P!J (ж) rf.
.,.

1

2V/8+v-'A еУП ^/2-v-V2, n/2 (»). Re у > 0

B2)

i

j HvW
1

_

4 sin (УЯ) sin (to) № (v + 1) - ф (Л + 1)J + ая sin !(>. - v) Я]

j HvWaW"-
— 1

B3) |[PV.

B4) i x)l+vdx
j [Г (Я + 1) Г (V + I)]2 Г BЯ, + 2V + 2) '

—" 1

Re (Л I- v) > - 1

B5)

1

J V

sin BjIV) Ф' (V + I)
—

я Bv + 1)
-I

Комплексная г-ллоскость разрезана вдоль отрезка [—1, 1] веществен-

вещественной оси.
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B0)

1

[ Pv (a) Q>. (.О '/л- - [(v - /„) (v + ?. -М)]""' {1 - cos [i>. - v) я] -

-1

- 2л-1 sin (ул) cos (Хл) [ip (v + 1) - ф (Л + 1)]}

B7) Г'О (,.-

-1

12 rf...
-'-'n2-;i + [,-оз (ул)|=;г (v+ 1)

J «х- ;

B8)

1

J Qv W Q>. (-V) Av ¦"= [(Я - v) (I + v + I)] {2"'я sin [(?„ - v) я

+ [i|: (v hi)- i|) (Я + 1)] fl + cos (kn) co

B9) | (, - ,2)«/2-.«-V: (JTiy2 рДГ (л) pM (,) Л,
- I

Cm. Shabde N. G., 1940: Bull. Calcutta Math. Soc. 32, 121-128.

C0)
-I

Cm. Giiunt J. A., 1929; Philo.s. Trnns. Royal Soc 228, 1.^1-19

A - x2I'1 A - a2x2f'2 Pv (ax) dx =

я2^1 Г (Л)

C1)

-X
Г ('/a + ?v) Г (>/2 - A '2 - V,2) Г A - H/2 + V/2)

ReX>0, - 1 <a< 1

C2)
'-

Я^ A +2ax)dx=*

- я'л Г ('/,, - ti) a|l/2 (PiJ [A + a)''2] J, Re |i < >/,, | arg a

l

C3) x~^ " A — x)~^~ ' A + ax)nl~ P^ A H- 2av) dx —

6

= п1/. г (- ц
- V,) A + о)"'' чт+]'2 P$+1 [{I

Re p. <
- >/2, | arg a |

I

15 Г, Ббйтмен, А. Эрде/1и, т. 11
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C4)

C5)

C6)

C7)

C8)

C9)

=

1

0

1

0

j

f
6

=

= 2я'/

,-«•-*(,

я1/г Г (i/2
-

,-./2-./SA

J,-

-x)

Г(

_x

X

P»

-x

-

n
l \,W

-'/'(H-av)-*1'5

= я1/2 Г (i/2

-^(l+aA-)-^

V2)(!+a)-"^a
+ (H+v)(l

^ 1 ~r tft.v 1

1 + 2a*)] At = n

{(H-v)PU[(l
..[(i+aI*]^

Г^A+«)

aW2P^(l+a)"-

,)-,-% (I+ax)

- V2) A +a)~''-

/'" A + 2a.v) d.v- =

Pvi1 H

/2-H/i I

-Ц +

1 ( у 2

+ a)'/2]

!t[0 +

,/2Q,(

]<№

,/2Q,(

Ц/2Р^[A + a)'/«]
Rep,> -

Pv~M((H
v)P-|l[(l

-v-,)

-ц)A +

+ 2ax) d

+ «)'¦'•],

+ 2ax)d

X

Re

-a)''2]P
+ a)''2]
Ren>

ptf A

nll-l

h 0)'/2] /

Ren<

a)-v-"a

-a) ]-

Re,<

x =

Re [.1 <

lk. larj.

^[A+a
P^l[(l +
'/2, 1 arg

V2. ! arg

i/-5 + 'A
x

V2, 1 arg

V2, [arg

a+' frl 4-

V2. 1 arg

t-o

a

F

a)

a

h

- a

a

a

a

aj

a

)'Л1.
<л

] +

"J]|,
<я

)Ч
<я

<л

<я

<я
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18.2. Функции Лежандра переменного а# + Р:
бесконечные промежутки интегрирования

A)
6

г-й/з-v/2) ГA -

а>0, Re[i<3/2,

|i, Re A - 2A. - v) >0,

C)
Т гп+ц-2 г( P+M-+V ^ р ( Р+Ц-у-

nhVi.9)

Re ц < 1, Re (p + ц + v) > 0, Re (p + ц
- v) > 1

Re Л > 0, Re (Я + ц + v) < 0, Re (A, + \i
- v) < 1

E)

_
_

2^~M- sin (ул) Г (Л - ц) Г (- X + ц - у) Г (I - К + .и + V)

Re (А, - ц) > 0, Re (ц - А, - v) > 0, Re (ц - А, 4- v) > -1

F)

1

Re (ц + v) < 0, Re (ц - v)< I, | arg (г + 1) I < я

G) (ж)

Ren<l, Re((x + v)<l, Re(n-v)<2, | arg

15*



228 Гл. XVIII. ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА

(8) (x + О^-'А ( (x) -

X

Ren<0, Rejx<l-| Rev!, I arg B + 1) |<jt

(9) (.v- 1)?--'U2- l)!l'2(x + 2)-(l^ (.v) rfx =

—p r (?v _
X

Г11-1М \) Г (-11- \) Г (I Ц.-/.-Ц)

1; p—Я+ 1, p-A,-fi + Uv»-z/2) +

X ,f2(A,, -

ц-v, 1 -ц + v; I -i

Re(p-A,-n-v)>0, Re(p-;-
,

1 -p+A,; RcA,>0

A0)

sin (\-я) Г (?.
- ц

- P) Г (!> — Л. + Ц - V) Г (p - J. + ц + V + I)
X

X 3^2 (p, p -A,, 1 + p —

+ ~
г /f.) г a~ii>

X 3/'2 № -

Ц,
-

v, v -I- 1; H X - ц
-

p, 1 - ц; ''. H- г/2), Re (A - ft) > 0

Re (p
- X + ц

- v) > 0, Re (p
- ?„ -t- u + v -[- 1) > 0, | arg B + 1)

A1) e~ax (x* - 1)-^ (x) dx = г'/'я-1'^11-'1' KV+,A (a),

Roa>0,

A2)

1Л-

J (i±i)w8e-(«p!J (x) dx = a W|(f V+,A Ba), Re a> 0, Re ,i <

A3) j (x- I)'-1 (.v2 - \t!2e~axP» (x) dx-

O
ГЦ-Ц + v) Г (- Ц - v) 23

2
A. + 11

1 + n.l \

1, - у, 1 + v) ¦

Rca>0, RoA,>0
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A4)

A5)

A6)

A7)

(IS)

A9)

B0)

B0

B2)

OO

J(x-1)*-V-1
1

OO

[u-i)*-V-i
i

CO

[ (a2 + P2 + 2apx)~

CO

[" (л2 - 1Г"-/2ехр (
i

—

IgJX— lp/ 1 +

CO

j Qv(x) tfx=[v(v
l

CO

Г Pv(x) Ql (*) dx:
1

OO

Г 2

I[QAX)]
CO

f

-I
¦ ¦ "

'2
ехр [ —

2п~' (аР)"

а2х2) Erfc

M. + v\p/
2 / \

Rea>0

+ 1)J~'.

-[(Я-v)

->-¦

+

(fc v)(;

Q!J (x) dx

PiJ (x) dx

(a2 + p2 -f

2 )a
, Ren<l

(Я + v + 1

'(v+ 1),

- ф (v +• П
- + V+I)

Rea>0, ReX>

Re a

0, Re (X

>0, Re

-2apx)'/2] Pv (x) rfx =

«) Кч, + 1/г(Р), Rea>0,

1, Re(n

Re(A-v)>0, Re(A,+

Re

A,>Re|i

ReP>0

-v)>0

Rev>0

V)>-1

v>-'/2

Re(X+v)> —1

| [«ft (*)]* d*. '¦¦
¦¦

Cm. Barnes E. W., 1908: Quart. J. Math. 39, 97—204. Отметим,
что применяемое Бернсом определение функций Лежандра второго
рода отличается от используемого в этой книге.



230 Гл. XVIII. ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА Г23

B3) (* (х2-
Г ('/, + у/2 + |Л/2) Г A - Л + v/2) Г q + ц/2) Г (А, - ц/2)

22Х-Ц г A + v/2 _ р,М) Г ('/г + *. + v/2)

| Re ц | < 2 Re Л. < Re v + 2

B4) [ (х- I)* (х2 - l)№rwQ!;(i) dx--

e U23 V-KU + H, v + 1

Rca>0, ReA,>0, Re(A, +

B5) j (л2 - I)* (a2x2 -
i

Г (Я.) Г (I - X - ц/2 + v/2) Г 0/2 - К - ц/2 - v/2)
Г A - H/2 + v/2) Г (¦/, - v/2 - ц/2) Г (I - К - ц)

Л

V i i M--V . , 1 ... 1 IN|
,

1 Aj• ' A И. ' a5

Rea>0, ReA>0, Re (v - ц-2Я) >-2, Re BА, + ц + v)

B6) [ J-1 Qv (ax) dx = e*ni Г (ц) a"»* (a2 - 1)^Q^ (a),

|arg(a-l)|<n, R

B7) J (x2 - l)^-1 (a2x2 - lr^Q^ (ax) dx =

Ц4-У

r(v+«/2)
- e a X

|arg(a-I)|<K, ReA>0, Re BA, - ц
- v) <2

B8)
j

11Л< V 111 i
1 \72

""

I



18.3. ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА ДРУГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 231

B9)

C0)
i

~
— эх е х [

—

р.
—

(о) ct [ 1 т ct ) х

X Qv+I[(' +«)'2IQv ГA +а)'/2],
| arg a < зх, Re |j, < — '/2. Re (ц + v + 2) > 0

(.v
- l)!l~' Pv (ч.х) Qi (ax) dx, (x - II0 Qv (ax) Qk (ax) dx.

l

Cm. Shabde N. Q., 1937: Bull. Calcutta Math. Soc. 29, 33—40.

18.3. Функции Лежандра других переменных

A)

B)

C)

D)

E)

00

a

00

a

00

j (°H
0

1

[x-
0

00

0

Bх2а~г - 1) sin Fл;) rf* =

~~

4 cos (vi)~ 11

cos (алг) Pv B.v~2- l)rf* =

я „

2sln(vn) <

a, b>0, - 1

)_yv+ B~1a6)y_v_
a, 6>0, — 1

/2 \ 2 j ] 1 •

< Re v < 0

<Re v<0

a-|i-V-l[r(A+v+I)]4

| arga| <я, Re (ц

а > 0, - 1

(P/2)]2 + [Ko (P/2)]2},

+ v) > - 1

l; l; -at),

<Re v<0
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A5) : = 2-'[Г> M)J2a '
X

n(aO W_v_,, n{~ai), Rea>O,Rev>-l

G) Г лгл~' Tv2 +- a2}v/2e~P* PH f * 1 dJ (*"!-*)* ^v Ifc. + aV/, Г
dx =

я Г (- Ц- v)

n

Ц- v)  4

_A_ 1-Л

2 • 2

n
'

a>0, ReP>0,

(8)
l\ — Vo «

~" 1 J. — 'i

1/,/ \|2. Й/2)-7!О iVs

''{y)\ dx=
rE/< + Y)r(,,,_v)

Rea>0,

(9) J д;'/г sin (бх) Р-Ч< (у) Q-'f< (у) dx -

(я/2)'/г exp (- П1/4) Г (V + 5Д)

Rea>0, 6>0, Rev>-6/4

A0)

Vv-V \2a

Rea>0, &>0, -6/4<Rev<V4

(П)

Recs>0, 6>0, -7/4<Rev<s/4

Rea>0, 6>0, - 3/4 <Re v< -
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A3) I .v'4'os (bx) я'л{< (у) Q'v'< (у) dx ¦¦

(л/2) /з exp (я?/4) Г (V + У,) , /_й_\ „ /1

а»1/» г (v + V<>
V+'/2 V 2а J Av+'/»I 2а

Re « > 0, 6 > 0, Re v >
- 74

A4)

Rea>0, 6>0, -5/4<Rev<7,

A5) x'2y
'
cos (bx) Py1 (y) Py'_i ((/) dx --

Г C/i + v) Г C/i - V) лv-',2 V 2a /
x
v+'/j V 2a ) '

Rea>0, 6>0, - 3/j < Re v <3/,

a

^lnJ I | sin* I 'v ^°s.vjPv |cosi« лл sfnx
¦

6
h-^ K+_^L (s;n аул р-ц (COS(j)( Re ц> Rex. > —'/2

a

A7) (sinx)p[sin(a-A:)]'IP!J(cosA:)P5;[cos(a-.v)] rfx.

0

Относительно этого интеграла и многих частных случаев см.

Bailey W. N.. 1931: Proc. Cambridge Philos. Soc. 27, 184-189 и
381-386.

A8) cos(a.v) Pv (ch*) dx =

о
sin (v.n) p / 1 + v + la \ p

/ l + v — ia\v I V + ia\ r I v-ia\
-" "

ы
~

\ г ;L V 2 )' I 2~jl \- -ir-) •

a>0, -l<Rev<0

A9) 2 sin F/2)
' 0<9<.t

B0) P^(cos9)d^=—-gar, 0<9<л
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B1)

B2)

B3)

B4)

CO

(cos(bx)Pll,,2+ix(cha)dx^-
0

oo

x~x th (лаг) P_,ls+ix (ch a) dx
0

Г x th (лх) n

0

oo

j cos {bx) Г (ц + ix) Г (|д. - ix)
0

(я

0,

= 2e-al2K(e-a),

Р'-п*\_1Х (cii a) dx -

/2I'2 Г (Ц) (sli aI*
~ ''2

(oil a + ch bp
'

0<a<6

HPT*
0<&<a

a>0

Rea>0

a, 6 > 0, Re ц > 0



ГЛАВА XIX

ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ

Относительно функций Бесселя и родственных им функций см. ВТФ
т. II, главу VII и указанную там литературу, в особенности книги Ватсона

(основной трактат по данному вопросу), Грея и Метьюза, Мак-Лахлана
(Me Lachlan, второе, пересмотренное издание) и Вейрнха (Weyrich). Интег-
Интегралы, содержащие функции Бесселя, встречаются почти в каждой главе этой

книги, и ядра преобразований, перечисленных в главах VIII—XII, являются

функциями Бесселя. Данная глава содержит в основном интегралы, которые
не попали в предыдущие главы, но некоторые из приведенных выше интег-

интегралов включены здесь, чтобы облегчить ссылки.

Функции Бесселя являются частными случаями вырожденных гипергеоме-

гипергеометрических функций, и выражения, которые указаны ниже, могут быть исполь-

использованы для того, чтобы привести интегралы, содержащие функции Бесселя,
к интегралам, содержащим гипергеоыетрические функции.

e~tz ^ {v + '!*' 2v + l> 2fe)>

[-2~* (v + 'a) яг] m ,0.sM {2lZ)

z)
- B-'л2)"'А exp [-2 (v + 1/2) n/] WQv(- Mz),

И (z) = (г-'яг) 'exp [2 (v + '/>) ™] Wo> v (Иг);

v + :i H - v + 3
.

г2 \
'
~

TV '
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Выражения различных комбинаций функций Бесселя через G-функцию
Мейера приведены в Приложении. Многие интегралы, содержащие функции
Бе.сселя. могут быть получены путем выбора частных значений параметров

в небольшом числе известных сейчас интегралов, содержащих G-функцию.
Далее, в приведенных ниже таблицах многие весьма общие интегралы, со-

содержащие функции Бесселя, выражены через вырожденные гипергеометри-
гипергеометрические функции нли G-функции. Для частных значений параметров эти вы-

выражения заметно упрощаются. Во многих случаях эти частные случаи не

отмечены особо, и тем, кто будет пользоваться таблицами, придется самим

выполнить соответствующие преобразования. Необходимые для этого фор-
формулы даны в Приложении.

19.1. Функции Бесселя аргумента х:

конечные промежутки интегрирования

(I)

B)

C)

D)

E)

F)

G)

a

/
a

I
a

0

a

J
0

a

0

a

J
0

a

I

Jv(x

X J-v

л Jv

(a-

x~v

)dx

(x)

M

oo

Г (v + V,

„„-.

/v (x) dx= —

(x)

ХГ

d* = (|i -

— a/v_

/2
/v (x) a

-x2)~v-

V+ 2H + 1 (a)'

)a[/v(a)Hv_,(a)-

v+1;, + 1(n),

1

v-lr,v,

-

v — 1) a /v (a) 5^_

, (a) S,.,,, v (a) + 2м- -

t

* = ji(a/2)'/2/v/2+1A

'/: /v (л;) djc =

- Hv(a) /v_,

i(e)

1, V-I

V

,/ 1 -

(a/2)

v)/v(

(a)-

2 /

J. +V\
'

2 J

JV/2-4t

с/2) /_

Re

(a/2),

v(a/2)

Rev> - 1

Rev>-V2

Re V > - 1

(H-v)>- 1

Rev>- 1

, Rev<'/2-

Относительно подобных интегралов см. пп. 8.6 и 13.1.
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(8) х" (а1 - 2аЬх 4- Ь2)~
¦¦ Jv (л) dx.

6
См. Bose S. К., 1646: Bull. Calcutta Math. Soc. 38, 177-180.

О)
о

a

xv sin x Jv (x) dx =

-.j^ry

A0) sin (a - x) Jm (x) dx-~-

o

- a l2n+, (o) + (- 1)" 2« I cos a - /0 (a) - 2 ]? ( -1 )m /2,„ («)
nt-l

n = 0, 1, 2, ...

а

(П) sm(a-x)J2n+i (x)dx-
О

п

¦¦ a Jin-u(a) + (-\)n B« + 1)| sin a -2 ^ (-0'" Am + i («) ,

m=0 J
« = 0, 1, 2, ...

A2) sin (а
— х) ]v (x) dx — a /v+, (а) — 2v V (— 1)" /v+2/г+г (а),

б п=о
Rev>- 1

A3) J a;-1 sin (a - x) /v (л:) dx=,2\'' ^ (-1)" /v+2«+i (a). Re v>0

A4)

u

Г Jf% sin (a - л:) Jv (x) dx= (v2 - '/4)~' d!i Jv (a), Re v> V,

A5)
v+1

xv sin (a - a;) /v (д;) йа; =
'gv+ , /v+1 {a), Re v > — V2

A6)

и

j" л-л sin (a - x) /v (a:)

(_!)''(v_ Л),
= 2а >i .v4.x-.-h (v + 2n + \)Jv+in+,(a), Re(i + v)>-i.

См. также Bailey W. N.. 1930: Proc. London Math. Soc. B), 31,
200-208.
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A7) (а2- л-2)
~

<2 sin (fix) Jv (x) dx =

= я ^ (-1)" J2n+i (аР) /v/2 + ri+,,2(a/2) Jv/2_n+vJa), Re v > - 2
/1=0

A8) х-1 sin [2 'P(rt2-.r2)jyv W^=-P~ Uv+2(a% a), Re v

0

A9) |V+> sin[&(a2-.v2)'-']/v(x)rfx =
0

= (я/2)'/2 av+4 A + ft»)-*/2-'/' /v+J/i [a (i + 6»)V,]f Re v > - 1

B0) I ;cv cos x/v (a:) dx-=-^jj [cosaJv(a) + sin a /v + , (a)], Re v > - \'2

a

B1) С cos (a - л-) J2n (x) dx =

= a/2n(a)-(-l) rtsina-2 2 (- «)m hm+ i (a) , и
= 0, I,

L m-0 J

B2) cos (a - x) /2n + i (x) dx = a /2rt+i (a) +
б

+ (-1)"Bи+ 1) cos a-./0 (a) -2 У (-I)m /2m W , « = 0, 1, 2,

B3) cos{a-x) Jv(x) dx = aJv(a)-2v У (-1)"/v+2.i+i (a), Re v > - 1

Re v>0

B5) f a;v cos (a - x) Jv (x) dx =» |^- Уv (a), Re v > - '/я
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B6) I x}" cos [a — x) Jv (x) dx ¦-

Я-1

Re (л Ь v) > — 1.

См. также Bailey W. N., 1930: Proc. London Math. Soc. B), 31,
200-208.

B7) a2 - 1/»cos (fix) /v (*) ^^ = 2-'n/0 (a|3) [/v/8 (a/2)J2 +

B8) (a2p, a), Re v >
- 1

B9) \(a2-*2r1/2cos[p (а2-д:2)'/2]/0(д:) rf.«= (P2 + l)-'/2 sin [a (P2 + 1)":]

C0)

a

f (a2 cos [p (a2 - л;2O2] /v (^) dx =

= 2-1n/v/2B"lae")/v/2B~Iae-"), P = sh u, Re v >
- 1

C1)

a a

f л:^-1 Pn (x/a) Jv (x) dx, f х*1 Pn (x'a) 1^ (x) Iv (x) dx.

о о

Cm. Bose S. K., 1946: Bull. Calcutta Math. Soc. 38, 177-180.

C2) (V-1 PnBx2a-2- l)Jv(x)dx-~=
J

Г (v + 1) Г (ц/2 + v/2 + n + 1) Г (i/2 + v/2
- n)

V FX 2' 3

X

1" « + 1, —2 '

~ ~

) '

Re (ц + v) > 0.

Относительно частных случаев см. Bose В. N., 1944: Bull. Calcutta
Math. Soc. 36, 125-132.
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C3)

C4)

C5)

C6)

C7)

C8)

C9)

D0)

D1)

D2)

a

Га-'
6

6

a

X

a

0

a

0

a

0

a

\*
0

=

(a2

«-.

w

(•V)

-1

Cm

a

\хР,Л
6

a

[x

ъ

J
a

a

Cm

(Я2 — А ]

= (n/2)'/2

/, (A") tfA

^v+1 (A')

Bailey

1 — 2A-2a

BoGe В

dA-

(A-) /_v (J

-^P^Jt/ajy^^W

a1 1/,/,_,,(a/2)/V+,A

-n1/!2-v-'a/,! + ,,, (a/2)

у / о ' Г 7 /"n"i T 2

OO

rfr= V [/v+n+1 («)]2

a~'
УA (.t) Jv (x) dx.

W. N.. 1938: Quart. J.

) 1Л> (x)i dx
2 B// 4

(a/2),

) К (X)

a

уг-п-а

Math.

. N.. 1941: Bull. Calcutta Me

л г rvi4) Yv(a)l
2[jv'b> J"'aI

я [¦;.,(«)/,(*)
с) 2 sin (vji)

ln [ /v(u)

Re Ц < 1,

rfA- =

,
(a/2).

Jm («)P>

•

Re (ц - v)< 2

-!<Rov<",

n = 1, 2, 3, ...

Rev>-1

Oxford Scr. 9, 141-147.

(«I2 + [У«-

th. Sue. 36

1

^. 0 10

, 125-142.
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D3)

D4)

D5)

D5)

D7)

D8)

D9)

E0)

a

6

a

6

a

6

a

a

[(a2
6

н = 2

a

[xP
I)

ft

Г
J *

a.

b

Г

a

>'v M dx = 2Л

rl
yv(.v)</.v =

"v

Yv (x) dx =

«-'

2v-

Г (V + '/о)

<v*>

T(v)

(x) dx = 2 V [Kv+2n+1F)-

— л:2)"" -;
cos

~'«[(P2+ 1)'

и (! — 2.t a

2Brt +

yv(x)]2 2 [_

/vwrvw

P .'a2

ли

I)
»

/v(a)

Л

2
1П

at^v(a)Hv_! (a)

f 2V+I r(v + l),

'~v
rv_s (a),

^v+2n+i (a)]

v2\ V2I V /" ^-^ л/v—

¦* / J * 2V \-^J ^л
—

— 2~ я tg (чя) [Jv (и) Jv 1

t> = 2-1at(P2+l)'2-pl,

[a)Yn{a).

Jv (b) I

„v(B)Kv,
^/v(b)rv(

6)

a) J

-Hv(a)}\_,

Rev>

Rev;

Re

y) + rv («) Yv
- '/a < Re v

(a)J,

- '/2

>-

V<1

19.2. Функции Бесселя аргумента х:

бесконечные промежутки интегрирования

J(i Г. Бейтмен, А. Эрдейи, т. II
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B)

C)

D)

E)

F)

G)

(8)

m

(К))

(И)

A2)

i
ЭО

6

6

л: [(л:2 -

6

OO

f *v (eax

6

r

x~l ex

0

6

0

* + P

OO

x+P

oo

x'' sin

6

oo

ж'''sin
0

oo

x'^cos
0

MV'4-'
OSIIKV!

f a^^ + P2)]-'/

vl 2 J

-a4) /п(лг) rfx =

p(-y)/vW<

cos(x + P)/v(a:)

BaxVl)j_,/t{x) d

BахЧг) J,h (x)dx

BахЦ /,/((х) dx

'[(^ + a»)J'''-

4 2 )'

~ 2 /Ci fG) ¦

— 2 я 'г 1"* (v

fjf = 2 yv Ba'

2cos(v

R

+ (x2 + |32)'/:l]"

Rea>0, Re

- 2" nГ„ (я),

+ '..,) V(i +

¦)^Ba'M,

(P)

r-v<P>

(a2),

(«2),

4
(«2),

..>,.„>-,

(Ya)], Re a > 0

 V

/0 (x) dx =

P > 0, Re v > - 3A

a>0

Re a > 0, Re v > 0

Rea>0

Р1<я, IRevK'/o

Р1<я, iRevKV»

я>0

a>0
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A3) хи cos BахЦ /_s/< (л;) dx = nV/a/1/( (а2), а>0

A4) х' ''ие~ах sin Bp,vVi) /_,, (х) dx =

Rea>0

A5) [ x~':'e-ax sin Bp.v7-) J.u (x) dx =

Re«>0

A6) Г л;~'У2 sin л: sin Dад:'''2) /0 (a;) dx = (n/2)'1'- cos (a2 + я/4) /0 (a2), a > 0

A7) x 'Ь sin л; sin Dax'h) J4^ (x) dx =

п

= - 2~4'nh-ak [sin (a2 + я/12) /Vj (a2) + cos (a2 + я/12) Г,л (а2)], а> 0

A8) ^"'•3 sin r cos Dax>lj) Jo (x) dx =

о

= -2"г/-я'/2 [cos (a2 - я/4) /0 (a2) - sin (a2 - я/4) Yo (a2)], a > 0

A9) Г л:
'h

sin x^) J_,f (x) dx^=

= -2-3/2Л'/з sin (a2 - я/12) /_1/з (а2), а> 0

B0)
V:

cos x sin Da*'/2) /„ (л:) dx = (я/2)Vz cos (a2 - я/4) /0 (a2), a > 0

B1) Г л: 'cos x sin Dал;'/2) /,/з (x) dx =

о

= 2~bW/3 [cos (a2 + я/12) hh (a2) - sin (a2 + я/12) Y% {a2)\, . a> 0

16*
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B2)

B3)

B4)

B5)

B6)

B7)

B8)

B9)

C0)

OO

со

I"-"
со

С п

0

со

0

со

Г х

J *+

0

COS X COS D

= -2-Ч'п

COS X COS D

/|l (x) Jv {x)

2

ax1*) Ju (x) dx =

/2
[sin (a2 - я/4) /0 (a2) + cos (a2 - it/4) Ya (a2)]

ax1'2) /_,^ (x) dx —

2-РГ (р) Г [2~' (,

(p + li. + v + 1)] Г [ 1~' ((.. — м- 4

. Г (v) Г Bv)

2Я |r(v+'/.)? Г (!h1
•

ix = /v (a) Kv (a),

оо

б
См. Bouwkamp С. S., 1950: Nederl.

654-661.

СО

0

См.

ОО

J
X

0

См.

h

(x2 + a2)-°

Ватсон Г.

e~ax I (x\

Ватсон Г.

«x)[/,W]

J^ (x) Jv (x) dx.

H., 1949, стр. 479.

Iv (x) dx.

H., 1949, стр. 427.

[г-^^.^^га2)

^~л/12) /,v, (u2

i + V- P+ 1)]
- v+ 1)] Г [2~! (р + [

0<Rcp<Re(

, a>0

a>0

-v+I)]
'

1 + v) + 1

Rev>0

Re a>0, Re v> - 1

Akad. Wetensch.,

Ba2- 1),
R

Proc. 53,

0<a<l
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C1)

C2)

C3)

C4)

C5)

C6)

C7)

| sin

0

COS

6

г
COS

oo

J (*2
a

OO

Г r-

J
a

oo

| xk
a

oo

f xk

Ba*) [*

f a-:*

=1
^

Bax)

Ba*)

+

sin

-a2)

1 (X2-

Pv-</

-|i
(.v

и

[x

v r

г

Г(

ГA
Iv —

+ x

Ax)]2dx =

''- + ^) p ,u
-V)
1 I" A/. -1 \-)

p

) Г С/, - Jv, ^

, (.V-)P</A" =

(V)

/

2Я

(vn) a

1

- f

_

-

AJ

sy

x/a

a2

2-

f ""' Qv_

.(V2 + v

/s(l-2
j^
— л sin (v.'i) Q

V) Г С/2 4- 2\) ,-,

Г c/j - v)
»

-4v-l p (i/2 +2

-v)rc/2-v)

(x) dx = - 2

¦'=/0(x)^ =

/v (x) йл; =

(a/2) '-[cos

~W'PlV_,'. (-V

V,; 1-

iC'i + X

V)
p (I

~lnJvl2

- si (a)

(<//2) Kv

/e) /v (Л

-./„(a/2)
1

1-v; a2),

. V2 + 2v;

v-i/.Bal-

v, o2) +

, Vs + 2v;

,1 v, 'VI

0<a<

1 fv; a 2), a>

0<a<

1), a>

Re v> -!

1 + v; a2), 0<a<

2v; 1 + v; a i2), a>

(a/2) Kv/2 (a/2),

(a/2) + sin

)dx~

Yv (a/2) +

/4 < Re ц <

Re v> -

(a/2) Jv (a/2)],
-V2<Rev<1

К^_„, (а/2) /v (a/2)],
: 1, |Rev|<'.,+ 2Re

1

]

1

1

1

1

/2

V-
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C8)

C.1)

D0)

D1)

D2)

D3)

D4)

D5)

СЮ

I*
а

со

J*
а

со

а

сю

а

сю

г
J
— со

со

— со

ж*

-»

со

— со

4v2-

1/1 (х2 -

х +

1 X 1

Мп[и(х

„V /v

sin [аи

a»)V2-'Ap5.-i(x/a)/v(je

Я/2 I

a2)v/2-V4PV2-vBx2a_o_

Rev>

а ) [/v (x)J rfx

f га1 0 \ { | .

р
Уи (a) dx

j ^0

+ 0I . . . „-\

+ P'l
TJ (л,-)|''^Х Л [J

Г('/2

!)¦/

_[

V —

>

+ v) c (a)

Rev<°/2, Re

, (г)(/л- =

, Rev-3/2<2Re

~ ''"' Н (ni\

l->) sin (v.t) /v Ba),

'2
cos (|3u) du,

in (p)>

/j ~ 0 1 2>

(P)]25

B. + v)<3/2

2)] },

ц < '/2 - Re v

Re v > 72

Re v< -V2

0<a<l

0<a< 1

, Rev>-3/2

= 0, 1, 2, ...
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D6) J Sin[°
+ P+PI ;«+'/2 {x) J~ »-¦/. Wdx =:

nl % (Р) /_„. ,А (Ц).

« = 0, 1, 2, ..., 2<а<оо

D7) dx I2' 2 < а < оо

0, 1, 2 Re v> -1

D8)

ОО

J Yv (x) dx=-tg (vn/2) Re v< 1

D9)

Г (Ц) U24
.3i _El • --T

'1-У v

2
.

—

Re v I - К Re p < 2 Re [x 4-

E0) x-' exp(- 2f)Yv(x
Rea>0

E1) x-' sin (-?-) [sin a: /o (jc) + cos x Yo (x)] dx = nJ0 (a''!) Yo (a''=),

a>0

E2) x-' cos (~^-) [sin x Yo (x) - cos x Jo (x)\ dx = nJ0 (a1-) )'o (a"'),

E3)

CO

J xu sin BахЦ Y4i (x) dx=- л''a'1' H_v< (a2),

n >0

a>0

E4) f л:'/4 cos Bах1г) Г,/( (ж) dx = - nha'' H_3/j (a2), a>0
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E5)

E6)

E7)

E8)

E9)

F0)

F1)

F2)

б

6

x~'h sin .vcos (iax':2) Ko (x) rfx =

= 2- -л'12[3 sin (a2 - л/4) /0 (a2) - cos (a2 - л/4) У„ (а2)},
a>0

-v^'-2 cos д; cos {Aax") Yo (x) dx =

- -2~V'= C cos (rt2 - л/¦]) /0 (a2) + sin (a2 - л/4) Yo (a2)],
«>0

оо

j Jv + ,,(x) Kv-n (*)</*--"'2'rl'. Re v>-','., Д-0, 1, 2, ...

0

1

^-^ Jo (x) YQ (x) dx -K[a ^ + 1),71;=I , Re a > 0
я (a2 -1- 1) •-

00

f *2v+l exp (- ax2) Jv (x) Yv (x) dx =

- _2~'я" /2а~3^/2~'/2exn (- —^1 W ( l\Z Л a eXp V 2a) и
v/2, v/2 Va J '

Re a>0, Re v> -'/.,

f @, 0 < a < 1

1 sin Bax) /„ (x) Yo (x) dx =. j ;< [(, _ a-2)».]
0 I a>1

f5 1
— л~[ 1\ (a), 0<a<l

cos Bax) fa (x) Yo (x) dx ={ ,v/J 1 - (яа) /С(а~'), а>1

r

"

,0 uvmi2^ | я-'/([A-а2)'/2], 0<а<1
cos Bax) [Yo (x)\2 dx

— { , .,.

} 2Ы)-Ч[A-я-2)Ч а>1
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F3)

(С 4)

xl "v
sin Bu.v) /v (.v) 5'Y (x) dx =

0

ГG2-у)о в / 3
_v JL_2v 2 —v аЛ

0<Re v<3/2, 0<а<1

~v
sin i2ux) j[/v (л')]2 — [V'v (.v)]2j c/.v; =

0<Rev<3/4, 0<a<l

F5) r2— 2v •

/n^^x г / (v\ 1 ( y\ У f y\ V frllЛ- bill {ZilX) [J у \X f J \i — ] \л)
J у {Л ) 1 у ~ ] \Л) [ I

(|-v,|-2v; 2-v; a»),
V2<Rev<5/4, 0<a<l

F6) x2 2vsin Bax) \JV (x) Yv-t (x) + Yv (x) /v_i {x)} dx

_
__

Г (V, - У) a f('2_,_l_0.9_. 2\

'/2<Re v<6/2> 0<a< 1

F7) a-)-W2P^1/2 (x/a) Yv (x) dx =

= 2-''W -¦*
[7V (a/2) /^.^ (a/2) - Fv (a/2) Г^.^ (a/2)],

en.<l, ReBn.-v)> — !/2

19.3. Функции Бесселя аргументов ах + p, ж2, ж 

о

_

2'-~'a>t&~>1~P Г (ц/2 + v/2 + p/2) r, / y, + У + p ц-у + р

Г (ц + 1) Г (I- Ц/2 + У/2- Р/2)
2 !\ 2 '

2 ' ^

|, Rep<2,
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B)

б

C)

I я''- (л-2 -+ I2)~'!l JlL (ах) Jv (fix) dx.

См. Bouwkamp С. S., 1950: Nederl. Akad. Wetensch., Proc. 53,
654—661.

J xl+v []v(ax)f]vBbx)dx =

2V";~' (l>2 -a2)~v~4\ 0<a<b

D)
f xi+v Jv (ax) J_

0, 0<a<6
2

2я/2 г C/2-v)
- К Re v < V»

E) J V^- Л v/2+ ч

0<a<6

0<b<a

Rev>— 1

ц («) /v Bft*) d*-

0, 0<a<6

—l<Rev<72

xp~' //. (ax) Д, (ах) /v Bi)A;) йл; =

о

_

a\+\ii,-X-li.-p г (Я/2+Ц/2+ V/2 + P/2)
'¦ Г (А + 1) Г (М- +- 1) Г (I - Л/2 - ц/2 + v/2 - p/2l

Я-t И ,
. >. + М- + V + р

' ~2 '
2 '

Re (Я + Ц +v+ p)>0, 0<a<6
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(81

2у-1д2у-1

n'/s(a6c)v г (v+'/г)

О,

если существует треугольник со

сторонами а, 6, с; Д —площадь
этого треугольника,

если а, Ь, с не являются сто-

сторонами некоторого треуголь-
треугольника

а, Ь, е>0, Re v> -'2

) /v (ex) rfx =

Г (Я./2 Ц-ц/2 + У/2 + р/2)

Г (л + I) Г (ц + I) Г (I
- V2 -

X /*4

v/2 - р/2)

. , , ,.
а2 6!

p)>0, Rep<5/2, а, 6, О0,

Относительно частных случаев см. Ватсон Г. Н., 1949, п. 13.46;
Bailey W. N.. 1936: Proc. London Math. Soc. B), 40, 37—48.

A0)

^ ^ ~ Vl 2v +1/2: "ь5")'
Rev>0, 0<a<b

A1)
(x) + Yv (x) /_v (x)]

0,

я'Ь Г (v +ад
'

0 < a < 1

— '/о < Re v < 1

A2) Vv .'ц (x) 2ax)

а-ц-i {d>-.v-\42~

-KRen<I/i Rev>—

0<a<l

а >1

Re (ц + v) > — 1

Jv(bx)

0<6<c,
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A4) Jx/2 {ax) /v {bx) Yv {bx) dx = j °^ {2nab)~\
0<a<b

—0<b<a

Rev>—7,

A5)
Г x2v + l

/v {ax) Yy {ax) /v {bx) Yv {bx) dx =
i)

a2v Г (ЗУ + 1) /i
.

,
,
,

¦

2' 1 v + — , OV
¦

4v + i Г С/г-V) rBV+7,) V. 2

о i
d

.
a

)

2
'

6s/'

A6)

, (ax) У (bx) - J (bx) Y (ax) -, , й
—^¦¦чо. ax — —

0<b<a

Относительно других интегралов такого вида см. п. 6.8.

A7) !b
(ах) Yv (bx) - Jv (bx) Yv (ax)]

X [/v-!-i (cx) Yv {bx) - /v
h2v

cv+l „ve

v + ! (ел;)] dx -

0<b<c<a

0<b<a<c

A8)
f [Jv (ax) Yv(bx)~ Jv (bx) Yv (ax)]

X

X [/v+! (ax) Yv (bx) - Jv {bx) Yv+l (ax)] dx = — -

A9)
], (ax) Yu (bx) - U (bx) Yd (ax) xdic

Uo (bx)]1 + [Y, (bx)P V+x1

я Ко (ак)

2 Ka(bl)

0, 0<b<a

B0)
/o (ax) Yo (bx) - Jo (bx) Ya (ax) x dx

__

[J,(bx)?+[Yc(bx)\2 c2-x2

(ac) Jo (be:) + Уо (ас) l'o (
C>0
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B1)

B2)

B3)

B4)

B5)

B6)

B7)

B8)

B3)

a

J'
0

a

0

a

0

a

i*
0

a

I-

a

6

0

a

0

a

0

vW/-*(-*>**-in*

v (jc) /[ _v (a — x) dx = /„ (a) — cos a.

~'
/ц (x) /v (a — x) rfx= |i.~I/,l+v(

?- ~'
/^ (x) /v (a — x) dx =

oo

«-0

?"~'
(a — x)~L /p, (x) Jv (a — x) dx =

11 (a x\v ! !v\ ! (a r) di- -'"¦

•'¦-'"".им.-.-

— KRev<l

-KRe v<2

Re|i>—1, Rev> — 1

a), Re(x>0, Rev> —1

Re (A, + (д.) > 0, Rev> — 1

Re ц>0, Re v>0

(X + ц + v + 2m) /x+n+v+sm (a),

Re (Я -I |x) > 0, Re v > 0

+ V2)r(v + i/2) n+v+v, r

Re|x>—'/2. Rev>—V2

(a), Rev> 1, Re^> j.
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C0)

C1)

C2)

C3)

C4)

C5)

C§L

C7)

a
/¦

xn (a-x)~^~ /|t
и

\x»-l(a-x)a-4
a

(V~' (a-xf-1 h
i)
0

Относительно

Bailey W. N., 1930

200—208; Rutgers
75-85.

(X) Jv (a-x
2dr(I1+v

и (x) /v (a — x) dx,

(bx) J^ (ex) Jv (a - .v) dx.

этих интегралов и их

Proc. London Malii. Soc.
J. G., 1931: NeJerl. Akad.

OO

f /^ [a (x + y)\ Jv \a(x + z)

J (x + y)» (x -

— OO

OO

1 X J gv \ZCLX) J
^ ia

6

OO

6

CO

f.^2/2vBaA;)rv+,/2
¦ o- -

¦ —

CO

6

CO

6

(X2)d

(л;2) d

dx —

"Г

x = T

(x2) dx =

*-

Bn/o)"j Г (Ц +v)

Г (ц + ',У Г (v + i/2)

'e/v-yJe8).

2-'aHv_,/2(a2)

Rev>Ren>—!/s

частных случаев см.

B), 30, 422—424 и 31,
Wetensch., Proc. 44,

я>0, Re ([* + v)>0

a>0, Rev>—'/,

a>0, Re v>—1

a > 0, Re v > — 1

a>0

a>0
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C8) Dчx) dx

Re v

C9) 2.I.V) rfx -

a
(v-D/3

D0) x siл; sin

2~lhs\n(ac2h)Jv(bc2h),
os(ac2fe)/vFc2fe),
Rev>- I, А=(

0<a<b

D1) f л; cos (ax2) /v (bx2) /2V [2cx) <

/
\

Xh cos (ас2Л) /v [ЬсЧ),
2~lk sin

О < a < b

0<b<a

Re v > - V». h = F2 - я2)~4 k=(a2-b2)~''-

U

-ТГ-Т !ч '
JO, X 14

D3)
dx
— 0, Rev>-1

D4)

,P-1 -pr20/o? v p + n

1~T
р-ц v\

' ~~Г~'
~

T)'
a,b > 0, Re (p

- v) < 3/г, Re (p + ц) > - 3/2
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D5)

D6)

D7)

0

oo

Г

6

oo

J V
V x

0

Y ,,-,, 6Г2Д. f20'M . /V'.n

a,6>0, -

у
/*W* 1Г2 /2a'M /2a'A\

' \ Ь У x2 a L л \ ь'/з / \ ft1/» ;

fl,ft>0, -

. . . /
j !/2 \

)
V

\ b j
"

2V\ b'l2 )'
^

vn < Re v < Va

1'., < Re v <'/;,

',',<Rev< 

19.4. Функции Бесселя других аргументов

A) Jv (ax) /^ (by) dx ¦-

[sin (vn)
— cos (vn) /p+v + 1 (fill)], 0<a<b

)^ + v+1sin(nrt)/Cn+v+1(p«; 0<ft<a

a, b > 0, Re p > 0, Re (ц H- v) < 0, Re v > - 1

B) (ax) Кц

a, b > 0, Re p > 0,

(PA) +cos (vii) Кц+v+i (PA)],

0<ft <a
0, Re v> - I

C) /v (auc) dx =

_v_, (р/г), 0<a<ft

'tl+4M.-v-i (P*), 0<i<a
a, 6 > 0, Re p > 0, Re ji > Re v > - 1
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D)

1Л*

[ Х9~ 'г/~ц (х2 + I2)
~' I cos (^-y^ я) /v (ал:) +

о

+ sin (^5^ я) rv (ад:)] /ц Fг/) dx =

| Re v | < Re p < Re ц + 4, Re Я > О

E)
sin [a (x + k)l Jv (by) J [b C2 + Л"I

— oo

__

^_^=я^____;

F)
sin [a (* - z) Jv [a (x2 - Ibx cos 9 + Ь*)Щ

¦ dx--
(x2 - 2bx cos 9 + b2)v'2

22-2йггояе+ЬП'/21
-, Rev>-V2

Jv [a (z'-2bz cos 6 + Ь2)'/г]

(г2 - 2bz cos 9 + b2)v>2

G)

= - я [/v+p (a) Kv_p F) + /v_p F) Kv+p (a)],
0, -3/4<Rep<3/4

(8)

-¦
я [/v+p (a) /v-p F) - Kv+p (a) Kv_p F)],

0, -3/4<Rev<3/4

о

= - in Я«+р (а) Я»!р F), a, 6 > 0,
- 3/4 < Re v < »/4

A0) ch л cos Ba sh x)

| ~l(b2-a2r'l42v[2(b2-a2)'h], 0<a<b

JO, 0<b<a

Re v> - 1

17 Г. Бейтмен, А. Эрдени, т. II
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(И) (" ch х cos Ba sh x) Yv (bex) Yv (be~x) dx =

,| -2-1F2-a2)-1/!/2v[2(fe2_Q2) ]) 0<a<6

I 2n~' cos (vx) (а*-Ь2)~'/2К2V ['2 {а2-Ь2)Щ, 0<b<a
- 1< Re v < 1

A2) f ch x sin Ba sh x) [jv (bex) Yv {be~x) - Yv (bex) /v (be~x)] dx =

f 0, 0 < a < 6

I['

A3) j sin B\ix) /2v Ba sin x) dx = it sin (|гя) /v_^ (a) /v+w (a), Re v >
- 1

о

я

A4)
6

cos B\ix) J2V Ba sin я) d# = at cos (ця) /v-ц (a) ^v+ti (a). Rev>—]/з

Л/2

A5) I cos Bnx) Jo Ba sin л;) dx
= 2 'я [/„ (a)]2, ra = 0, 1,2,

я/2

A6) cos Brex) Ko Ba sin л) а!л; = 2 'я /„ (a) Yn (a), n = 0, 1, 2,

A7) e"S cos *
(a sin л) dx -¦

"air м-,, v [p + (p» - a2)V2] Mx, v [p - (f.2 - a2

A8)

я/2

соз Bp cos x) /2V Ba sin x) dx —

6
= 2-'я /v [(P2 + a2I'2 + p] Jv Г(Р2 + a2O2 - p], Re v >

A9) (sin x)v+ cos (p cos x) }v (a sin ж) dx

1/2l, Rev>
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B0)

я/2

| sin B.v) Pn (cos 2х) /„ (a sin x) dx = 2а~' /2„ | , (а), п = 0, 1,2,...

я/2

B1) (sin .r)VM cos (а cos 9 cos x) С^''2 (cos x) Jv (a sin 6 sin x) dx —

¦ (- l)rt2"V' (sin 9)v «Г1* C2v+:- (cos 6) /v+2ra+,/2 (a),
/i = 0, 1, 2, ..., Re v> - 1

B2) (sin .t)v+1 sin (a cos 6 cos x) C.^'j (cos x) /v (a sin 9 sin x) dx

¦¦(-I)'12-'^ (sin 9)v a-'A C^-'i (cos 6) J4+2n+,h (a),
n = 0, 1, 2, ..., Re v> — 1

B3)

я/2

f -l
cos B[ix) /2V Ba cos x) dx — 2 nJv+il(a), /v-u (a)

о

B4)

B5)

cos B[ix) K2v Ba cos x) <

б

2

я/2

| (sin xf+l (cos a;)v+1 /^ (a sin x) Jv (P cos.v) dx =

= a^v (a» + Ю <» ' v+ 1№

Re ц >
— 1, Re v >

B6) | (sin .v)^ (cos x)'1 /a (a sin л;) /v (P sin .v) cfjc,

(sin л;)р (cos л:)' /ц (a sin x) iv (i^ cos x) dx.
J

! о

Cm. Bailey W. N., 1938: Quart J. Math. Oxford Ser. 9, 141-147.

B7)

w -- (a2 + p2 - 2aP cos л;) , Re v >
- Ч,

17*
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B8)

B9)

C0)

C1)

C2)

C3)

C4)

C5)

я

0

я

я

оо

J
0

ОО

6

оо

0

оо

J
0

оо

0

42v yv(fi>
о>

(sin*)-С; (с

ш = (a2 + P2 - 2aP cos x)"\

ivm nrBv + ,,)

rv(W) «r«v + »)

Пг^^-^рД-
е-2м.* y2v Bа sh x) dx = ctg B\>я) /|l+v (а) К

а>0, Rep

[cth (x/2)]~2*

sh x [th (x/2)]

[cth (x/2)}2* e

[cth(x/2)f"e

WKj ^ (A) 1!

{sin [(ц — я) я] /2|д. (a sh я) +

ve-pchjc/v(«sh^)rfx =

-fhxJvl(ashx)dx =

\a\<\

'v+n (a)

-Ipco

'я-v (a)

a>0,

Rep>

-ftl W

Rep>|Rea|,

-t'b*Y2ll(.ashx)dx =

+ х)я| аГBц+1)

ReE>l

I?7

Real,

PI.

yv+n

С1Э1.

_ i/.

e. n (a)

Re a |

Re(fi

Rev>-

P>

Rev>-

P)

Rev> -

, (a) Кц+v

<Rev<

^-И, Ц

Rev>

-x)>-

Rex<V2-|Re

Ъ

v2

(a)

:V2

a),

— 1

•V,
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C6)

C7)

C8)

f(sh .*)» +
'

0

1 (sh.v)^+>
0

oo

Г ехр By.x

J c^

(cil

(ch

-P
X

f-
[2k

f
"I

th jc)
^

(a sh

t e

(ash

Л~

2йГ

]

X)

lu

x)

vh

4vt

аЧ

v-H

It- \

dx =

a

F ch л-

j-H-V-

F ch a-)

feV-|i-l

[Г BЦ +

-ft = 2p

) tf* =

Rej

dx =

_, (Л

-(u -

1)]"
hk =

tv+i CO.

-,(ft).

Rev>

x. ц V

a2, Re^>

0<a<&

0<&<a

0<a<&

0<&<a

Re ц >
- 1

) My., ц (*).

Re к -Vo

19.5. Модифицированные функции Бесселя аргумента х

Относительно интегралов, содержащих berv x, beiv x, kerv л;, keiv л; и

подобные им функции, см. McLachlan N. W., 1955: Bessel functions for engi-
engineers, Oxford, Second edition.

A)

B)

C)

D)

a

J
0

a

1
0

a

0

a

(']

/v (x) dA; = 2

xv /v (л) ^л: =

V+] r / \ t

X

+l

/v (X) rf.V

oo

V(

-e

-1)"

л
'2 Г (v-f

-l(e)

ye[/v(a)Lv_

2I-v
Г (v)

i(a) - Lv (я)

Re v >

/v-l («)].

Rev >-

Re v >

- 1

-1

18 Г. DefiTMtH, А. Эрдейи, т. П
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E)

F)

G)

(8)

0)

A0)

(И)

A2)

A3)

a

I'
a

lX
a

J*
0

a

0

a

J*
0

a

I'
0

a

\°
0

a

I'
oo

J'
0

v
(a2 - -V2)v~

V+V-*2)C

"+1exp(- x

= 2~V

-V-'cos,

"'
ch(//shO

См. Bose В

-'''e-'sinO

'"'
/v (x) dx = 2"-1 av+(r Г (a) /v+a (a),

Rev>-

1 /V+p \ '
z\ 2 ' ' '

2

Re(p + v)>(

2) /„ Bax) dx =•

n

[exp (a2)-exp (-a2) 2 'r Ba2)], « =

„.Afl2v+1 t flh
V

2V+'Г (v+'/j)
'

/2v(a:) dx*=T\lv B~!ae0/vB"!ae~0,

ae~a

2/1 +1 ~r\/

¦ 2*/a) /ц (jc) dx.

. N.. 1948: Bull. Calcutta Math. Soc. 40, 8

,2

-1, Reff>0

' 4 /'

), Re(ff)>0

0, 1, 2, ...

R.,>-

Rev>-Va

-14.

a2), a>0
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A4)

A5)

A6)

A7)

A8)

A9)

B0)

B1)

B2)

OO

0

oo

(V
0

oo

f x~
0

oo

a

oo

!<'
0

oo

1"
0

oo

a

a

a

0

-x e~x sinDaxk) Iv (x) dx =

= B3/'аГ~'ехр(-а2)Г,/2

-'/2 e-x cos (^mj) f^ ^ fa _ ^2я)

¦V-Vj e-X CQS Dах'/г) /v (д.) fa
—

Z ~~ & ) *
tl \&% ) *\2LL \^) &% ^

-3V/2, Vs-v/2 Bfl2)'

-V2exp(-a2)/C0(a

3v/2 v2Ba»), a>

+ x/af e~x P~2» A + 2x/a) /^ (л;) йл: = 0,

-V2<ReM.<0, _i/2+Ren<Rev

+ аГ»е-* P~2>x(l + 2x/a) /^ (x)

ЛГB|Х + У4

= 2~2a~" ехр(аг)-ехр(-

Kv (x) dx =

v-lnlb Г (v +'/,) a [Kv (a) Lv_, (a

+4vW^ = 2vr(v+l)-av+1

| arg a | < я, Re |

«-¦ 1

а2) 2 ^гBа2) .

r— 1 ~ re J

) + Lv(fl)/Cv-i(fl)l,

/Cv+l (а)>

а>0, Rev>0

2), а>0

0, Re v >
- '/a

2, ц ^^'

n==0, 1, 2, ...

< - V2 - Re ц.

x > | Re v + '/21

re-1, 2, ...

Re v > - '/2

Re v > - 1

18*
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B3)

B4)

B5)

B6)

B7)

B8)

B9)

C0)

C1)

a

J X

0

a

J-
0

a

и
0

a

I-
0

a

J*
0

a

I-
0

oo

f *

00

¦/'

'~v
Kv (x) dx

a

(a2 - x*f-

-'ch((/sh/)

/v (Ял:) Kv (x

= (х2 + Я2)"

См. Bose В

2v+I p Г/j _

Cm. Bose В

11 t

-'-

/гк„

K2v(

-I r,^

2^2a-

. N.,

N..

-^ехр(-2ах11'-)

-"гу~1е~уК

"vr(l -v)

-*¦

r

/x)v + Xa J

 )/v(

1948:

»)¦/.] /

1944:

Kv (л)

K4i(x)

dx = -

x)K

Bull

Bull

rfx =

dx-

-i (a).

-'д'-^Цц + 'У/,

/-v(nc')/

v+i (A.a)K

. Calcutta

Kv (x) dx.

, Calcutta

а'/г cos (vji

K,>(a>) + Z

= (л2 + а2)

t t\

~

\CL
— X )'"

v (xa) — xa

Math. Soc.

Math. Soc.

Re v < 1

(a/2) K)l (a/2),

Re ц > - V2

/v(ae0/v(ae-0],

Rev > - ¦ 1

40, 8—14.

3i, 125-132.

- Kv (a),

I arg a | < я, | Re v 1 < !/2

v(a)

/2, Rea>0

.„.«.¦>~4,'->]

-¦/.<Rov<V.
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C2)

C3)

C4)

C5)

C6)

C7)

C8)

C9)

D0)

D1)

00

0

oo

0

oo

0

oo

X

6

oo

;•
0

oo

\x

oo

f X

OO

\x
0

J*
0

0

— Vi

-•/,

sin

cos

-4,

— /:s

— V

--/,

-'/2

,,~I p~U ft (,-\ r/,- ., .?

A +а2/*Г'/2ехр[-(Н

a'/s cos (vn)

Ф)'/2, |arga| + |

v(W^vBap'/')

'

(^) ^° M rf* = - 2~ljia yi (a'/2) ^i (a'/z).

exsinDa«'/2)KVsWrfx =

e~xsinDax'/2)K,/3(x)dx

n'ha Г (p + v) Г (p -

2P-2"r(p+'/s)

ex cos {4ахЦ Ко (x)dx =

e~x cos Dca'/2) Ко М dx

(я/2)'/г а'/з ехр (а2

= 2~'^2я^а^ ехр (

'

Г (Vs + v)' схр (а ^

V)
*F (P + v p

(я/2)'/2ехр(а2)/С„

= 2~'/2«s/aexp (- a

Req)|<rc, | Rev KV2

Rea>0, Re(aP)>0

K7l(a»),

- «2) /./, (a2)

W
3v/2-'/a. Vs-v/2

a>0, 0<Rev

v;3/2, p + V2; -

Rep>|

(a2),

2) /o (a2)

a>0

a>0

a>0

Ba2),

2a2),

Revl

a>0
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D2)

D3)

D4)

D5)

D6)

D7)

D8)

D9)

OO

Г x~v-'!"- ex cos Dax!a) Kv (x) dx =

0

— 2 na

oo

J xp~l e~* cos Dax''2) Kv (x) dx =

0

я'/«Г(р + v) T(p-v) ,, ,_ ,

OO

0

oo

a

['¦
oo

J
0

0

da.

J"
0

2P Г(р+'/|)

+2v~'/'
exp [- A + a) x] L2n (

Re a >
- 2,

-v(x*-a*)''t-vl2P^-ll'Btt>x-

-ex Г v)Ef [ а l/(
\2x / [Bx)'/zJ

"

4cos(vn) (l^vWJ 1- [Г

( Ba) К [A —a2)

exp (— -^-^ [/v (x) + /-v («)]

тел

-v;1/,,

алг) Kv (

Re(n +

a>0, —

p + V«; -2a2),

/,<Rev<'A,

Rep>|Rev|

v) > - 4->, Re (« + 3v) > - '/«

-2-l)KvW^ =

v_i/, («) 1^_ц_1/21 v_y2 (a

v W d*

v(a)]2},

(ц — v 4

Rea>0, -1

), Re v < 3/г

/2<Rev<y2

•1),

Ren> - 1, Re (n-v)> - 1

K = aeaKv (a),

Re a > 0,

0<a<l

1<а<»

- KRev<l
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E0) xp~l sin Bах) Кц (х) Kv (x) dx

\г/'р + р,-у+1\г/'
Г V 2 I\(р + 1)Х \ 2 Г V 2 I\ 2 j1 V 2 )

Р /Р + Р. + У+ 1 P+H-V+ 1 Р-Ц + V+ 1 Р-Ц.-У+ 1 ? Р+ 1

ГН 2
. 2 , 2 .

2
• 2 • 2

| + 1; -а2), ! Re а |< 1, Re p>| Re ц | + | Rev | - 1

Х

E1)

оо

1
[
cos Bах) /Сц (л;)

;Ч—г j1 v—г—) х1. 2

-У Р-Р.+У Р-Р.-У 1 () р+ 1 2
• 2 •

2 ;Y'T'T~;~a

| Re а | < 1, Rep>| Re ц | + | Re v

E2) х3 cos (~) Г, (х) К, (х) dx=-as Ко (а), а > 0

19.6. Модифицированные функции Бесселя других аргументов

A)

B)

C)

D)

OO

со;

о

OO

0

OO

OO

|xp
0

Ser.

г

(ax)Fi(ux)+2rt-'

<2V(xe~

D, + v) Г

8а'/,я-

гя/4) dx

V»

Г('/4 + ц/2)Г('/4-

/o (ax) I

[Гр,(ах)±2я-'/Сц(ах)] [Y

Cm. Dixon A. L. and W. L

1, 122-145.

1

Ci (ftx)]

=

'U, v

¦ H/2) Г ('/

а>0, -'/4<

+ v + fi/2) г ел

+ У + ц/2I'«4 + У-Ц/2)

Re ц |< V2, 2 Re v > |

dx=0,

vFx) ± 2я~" Л

. Ferrar, 1930:

:Rev<7,

+ V-H/2)

Ren|-72

0<a<6

Quart. J. Math. Oxford
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E)

F)

G)

(8)

(9)

A0)

оо

J sh (ex) /С, (ах)

См. Watson

х /0 (ах) /0 (Рх
0

оо

0

оо

С xx~4li(ax)Iv
0

0

оо

/v (ах) /v (&a:)
0

а
\ 2

/0 (bx) dx, j ch (сх) Д'о (ах) /

0

G. N.. 1928: J. London Math.

) Ko (ух) dx = [(а2 + р2 + y2J -

= ^{(a2 + P2 + Y2H(«2 +

(рх) Кр (ух) dx =

+D Г( 2 )Г(

Re (Я + |д. + v)> | Re p |

K'v (ах) Kv {bx) x'2v+l dx =

/\2/\ 2 ) p f .
,

V/2r(v+i)
2

0(bx) dx.

Soc. 3, 22—27

Re y> | Im a|

p2 + Y2J~4P2ii

Re\>| Im a

+ v + p \

2 j л

Re y>1 Im a|

2 2

0<a < 6, Re

Относительно других интегралов такого типа см. п. 6.8.

(И)

оо

( л:"^ еж Р^ A
J
0

1
cos (ця) Г (ц + v + l/2) Г (ц -

] arg а,

+|Rep|

Y2)!
+ | Imp|

a, b>Q

'
' ~ ^) '

v>-'/s

v + V2)«7.A-(x.V!+v^a).
< я, Re p. > | Re v + V2 |
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A2)

A3)

A4)

A5)

A6)

A7)

A8)

A9)

OO

OO

|V-'
0

(x + a)~''2e

(* + ?)-%(

Cm. MacRoberl

Macmillan, стр. 379.

OO

0

OO

OO

J

OO

Г l-2v

J *

я'/22-
s

ОЭ

OO

J1 *3-2v

x pp. / a — x^

- (я/2)

« + P)/Cv(*)rf*

Т. М., 1950:

(| ж —* |)/CV(

= n-''IBJ)-lT(V2-n)

[# "j~ p) /\n |

/2v+1Bax)K

v—3a—2v—1
in (vji) I v

I 2V+1 i-^CtXJ Д

/C2v Bаж) [cos

= „--А2— I

X + P)/TvWrf

„-,(«,,,

2v+iBa«)/v(*

+./2Ba2)-Lv+

2v+1BaA;)/v(A

(vn) /2V Bax) -

I /Cv (a + x) dx -=

^а~^/2Г(ц, 2a), a>0, Re ц < 1

Funciions of a complex variable.

x) rfx =

r(n + v)r(|i-v)Arv(fi),
Ь > 0, Re ц < V» Re |l > | Re V |

_

я /г г (|х + v) Г fix — v) „

,p.

2^ Г (|X + '/,)
V (

| arg p | < я, Re ц > | Re v

^ = ^2-«--%_1/2BЛ
| arg a | < л/4, Re v > 0

2)d* =

,. Ba2)], |arga[<n/4, Rev>—1

-2) dx =

|argaj<n/4, -l<Rev<0

- sin (vn) K2V Bax)] /v (x2) йл; =

j2), | arg а |<я/4,
- К Re v< 1
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B0) | х Jv (хг) [sin (vn) /v (х2) - cos (vn) Yv (x2)] Jiv Dax) dx -

о

= 2~2 /v (a2) /_v (a2), a > 0, Re v > -1

B1) г Ац (ax) Jv (ox ') Р-2„-р пго(а?Ь' I v p + |X р-ц v\
a UQi \-^- j —, -j- , -j— ,—^j ,

b>0, Rea>0, Rep>|Ren|-3/2

B2)

v p + v p-n I-v

2
'

2
'

2
'

2

от - целое, ft > 0, Re a > 0, Re p > | Re \x I - 3/г

B3) Rea>0, Rep>0

B4)

Rea>0, ReP>0

B5) J xp-lKll(ax

v v

T> Г' 2 ' , Rea>0, Rep>0

B6)

) [sin (vn) /2V Ы1гЬЧг) + cos (vn) Y2V ЫкЬЩ
&>0, Rea>0, -V4<Rev<74

B7)
Г (v/2 - ц/2)(а/2)И

/v (a),

= (a2 - x2)'1'2, Re v> Re |i > - 1
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B8)

,»»

C0)

C1)

182)

C3)

C4)

a

[x
0

a

6

a

X

0

a

0

a

0

oo

0

OO

0

IVy 2V 1

,-3VV~.

l-2yv-«

x-'^(a-

V"V +

r(V2 + |i-v)I
X {sin

/_3V Bлг) /v (/,

B*) /„ B//) /^

a |Г Bр.

л ; Av ЦЧ

[((i2-

)/v-,

4-DP

+ X2)^

=

v) я]/2ц Ba)

г/=(а2-

ж'/2 (а- х)'1'

2] /Cp, (x) dx =

H-cos [(n-v)n] K2tlBa)},
2, 0<Rev<V2-|Renl

~^- Jv (a) /_v (a),

а2-;с2)'/г, 0<Rev<'/3

г2 — x2)''2, '/4<Rev<I/o

а2Я,+2ц+2

) Г (р. + 1) Г (А+ц+2)

V 1 (J 1 J,
j •

/'

- х2)'/2, Re Я, Re \i > - 1

*-

Re |i > | Re x | - Vs

Re v>| Ren | , Rea>0

/г Г (v + |i) Г (v - ц) P]i*Zj2 (а/с) /Си (с),

ReP>|Iraa| , Re v>| Re ц |
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C5)

C6)

C7)

C8)

C9)

D0)

D1)

D2)

OO

0

CO

г

oo

0

oo

я/2

{cos
0

п/2

Jco,
=

2

JI/2

if C

OO

Jch
0

K 'h (a + x)K 1/2 K2v, W

Г (*/г - x + ц) Г (V2 ^ x

/2(a + x)-

*-'A(o + x

[(|i — v) ж

[[Ц- V) a:

я

>in [(fi + v) л

B«)

B|ix) #2V

'/2 о —X
ch t if

)x~'/2exp (-

— 1 .ap/2 r> /1 /e^ 1 (V2-

/BV [x~'!l{a

/p,+v Ba cos

2
(a + х)Ц dx =

M-) "^ к» м- ^ *^ ^

| arg a |

W2 (a + a;)'/2] rfAr =

2 cos (vn/2) v/2

Ix) K2lx [xk (a + x)

-X+ |i) Г ('/о— X —

аrga[<я, Rep>

х)йх = 2~1я/р, (а)

/Cp,+v Ba cos x) dx =

j[/_(i(a)/_v(a)-/M.(a)/v(a)])

V cos x У

2a ch ж) dx =

я

2a

2-I/C(i+v(a)A-(i-v

я/2) Wx B~'ае~г11/2),
< я, Re к + | Re |л | < V2

- 1 < Re v < 1

- 1, Rex + [Ren|<!/2

2
= 2~'a [p ± (P2- 1)'/2]

?x = 2A'v4-p(a)^v-p(P)>

Ra>0, Rep>0

/v («).

Re (|i + v)>
— 1

- 1 < Re (|i + v) < 1

n (a), Rea>0

(a), Rea>0
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f chBx.v)
J -ппг
о

v) , / а \ . Г С/г + У- + ц) Г С/,

J -пп V \ш)d* ww
о

D4) f (sh xf
и

(ch хГ^'^Р^ [ch Bx)] I^_,2 (~) dx

6

2H - '!j г (p. - v) Г (ц -;• v + 1) ,.

Re u > Re v, Re ц >
- Re v — 1

D5) j epx (^r~f ^2v [(a2 + P2 + 2a{5 ch x)"'2] dx = 2/Cv+p (a) /Cv_p (P),
— CX)

Re a, ReP>0

19.7. Функции Бесселя и модифицированные функции Бесселя
переменного порядка

A) h-x (a) /ц+jc (а) йл = Z^+v Ba), Re (ц + v) > - 1

B)

H/2+V/2

I 0, c^n или с ^ — я

( Re (ц + v) > 1

C) Jy.+ x (a) ^.-.v (а) /ц+.с (a) /v-.tr (a) dx =

Г (X + *. + 1) Г (л + u + ¦) Г (U + v + 1) Г (V + x + 1)

P /X + ^+Jl + V+I К + Л+Ц + У+ 1 X + Я + |X + V
| ,

И + ^+JX+V , ,

A |/ :i ^ j-- , 2 -, 2
+ J> 2^ '

к -г Л + ц + v + 1, к + % + 1, A, + ц, + 1, ц + v + 1, v + к + 1; - 4a2),
Re (к + К + у, + v) >

- 1

Относительно аналогичных интегралов см. т. I, стр. 61 и далее и

стр. 118.
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D) ]х (xz) J-x (xz) cos (itjc) dx = 2
2
A - 2s)

~

4\ | z | < 1

E) f [/* (xz) J-x {xz) cos (я*) - 1] лГ2 d* = - 2

F)
У, (a) dx

G)
Jix (a) dx

J sh
— 2г cos a, a > 0

(8) f ^shS

(9) ~cxlUv-ix(a)Yv+ix(b) + Yv^

a, b > 0, с — вещественное, h = (aec/2 + be~c/2) ', k = (ae~°12 + becl2)
h

A0) J e-cxi [Jv-ix (a) Jv+lx (b) - Yv-lx(a) Yv+ix(b)] dx = 2(h/kJv Y2V(hk),
— 00

a, b > 0, с - вещественное, /г = {аесП + Ье-ф)'к, k = (ae~cl2 + Ьес12)'1г

j c-cxi Hl2lix(a)H%lx(b)dx = 2i(hjkJv H<V(hk), a, b>0,
— OO

с
— вещественное, h = (aec'2 + be ^)2, k = (ae~c^ + ^-c^2^ '¦

A2)
[^л

a>0

A3) J x enx th (ях) Hfl (a) Hfx (b) dx=- ^g^- exp [- /Й (a + 6)], a, 6 > 0

о
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A4) xenx sh (nx) Г (v + ix) Г (v - ix) Hfx (a) Hfx (b)dx =

= BV/2 Г (i/2 + v) (ab)v {a + b)-vK4(a + b), a, b > 0, Re v > 0

A5) Г х епх sh (nx) ch (nx) Г (v + ix) Г (v - ix) HfJ (a) #g (b) dx =

¦ (b - a)~v H® (b - a), 0<a<b, 0<Rev<'/2

A6)

fot22-v (a6)v (a2 + 62)~v/2 ff® [(a2 + 62)Vi], a, b > 0, Re v > 0

A7)
«* th (nx) Р_>Шх (- созф) 7/g (a) //g F) Лс = -

a, 6>0, 0<ф<я, /? = (

A8) xenx sh (nx) Г (v + te) Г (v -ix) P\\ix (-coscp) X

X Hfx (a) Hfx (b) dx = i Ы1* (sin Ф)^-'/. (аЫ R-"H<*> (/?),

a, 6>0, 0<ф<я, Я = (a2 + 62 -2 a& cosфI/з, Re v>0

(Щ

B0)

B1)

B2)

oo

J ch (nx/2) Kix (a) dx = я/2,
0

oo

1 x sh (ялг/2) /С^ (a) dx = na/2,
0

1 *\ix-?iu (®/ Kijc+iz vP) **¦*'a== ^ '^ iy—iz v^ * P/>

1 ^ ^ix-{-ty \Ц) f\tx+lz \Q) QX s=* 71 В J\ly-~l2
— oo

a>0

«>0

(a-i), a>6>0

B3) 2v («0,

I arg a I + I arg p I -h I Im p I < л, ю = (а2 + P2 + 2ар ch pI/2
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B4) J ехр [(я - у) х] Kix+iy («) Kix+iz (b) dx = я e~^-a" Kiy-u (с),
— oo

гдеО<у<я, а, 6, с>0и а, р, у —углы треугольника со сторонами а, Ь, с

B5) I" (n + v + ix)~] sin [(v + ix) я] Kv+ix (a) Kv-i.x (b) dx =

— OO

n)^H+2v(&), 0<a<ul
\ n2/Cn + 2v (a) U (&),

/г = 0, 1, 2, ...

B6) sin (bx) sh (ял) [/С;л: (a)]2 dx = 2 V /0 [2a sh F/2)], a, b>0

B7) cos Fл:) ch (яд:) [Klx (a)]2 dx = - 2 V }'„ [2a sh F/2)], a, 6 > 0

B8) f ch (p.v) /<rv+/.v (a) /Cv-гд; (a) йл: = 2 'л /C2V [2a cos (p/2)],
6

2 | агца | + | Re p |<я

B9) f (v - Va + ix) Г ('/•> - ix) Г Bv - 'A + ix) РУ'ГЛ. (cos Ф) X
— OO

Относительно подобных интегралов см. также главу XII.

19.8. Функции, родственные функциям Бесселя

A)

B)

со

J
0

OO

J
I)

[Jv W -

{ v\ H Y
v \X) ax

2-V-ln
Г (v + 1)

•

si

ЛЯ

i (vn)

(a + 1)
'

Re

Rev

a>0

v>- 1

>-3/2
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C) 1. Rev>5/2

D) J-H-v , /„чо /,.Ыл.
<2v-IJ-M--v

'vW"» W "л -

(Ц + v - 1) Г (ц + ¦/.) Г (v

Re v > 'A. Re (ц + v) > 1

E) [cos (vn/2) /v (х) + sin (vit/2) Hv (*)]-^г = -It [/v («) - Lv (a)],

Re a > 0, -1!-> < Re v < 2

F) д;/2(л:2-а2)
"

V'-P^+'2 BA 2- 1) [Hv \x) -Yv (x)] dx =

a

я '/гд cos (vn)

2V+2 sin (.un)
{[Kv(a/2)]2-[/v(a/2)]2}, -l<Re}i<0, Rev<V2

G) xp-i Ktx{ax)Kv(ax) Hh (x) dx

6

Cm. Mohan В., 19-12: Bull. Calcutta Malh. Soc. 34, 55-59.

Относительно других интегралов, содержащих функции Бесселя н

функции Струпе, см. McLaclilan N. W. and Л. L. Meyers, 1936: Philos.

Mag. 21, 425-448.

(8)

л/2

(9)

vh 'г г (ц + v)

J x Hjj, (x) H v (x) dx —
r ^ + ,^j r (v + ,,г) Г (jl + v + ,y

,

0

Re (u. 4 v) > 0

cos [(v + 1) x] Hv (a cos x) dx •=> л';'!а V: sin (a/2) /v+1/j (a/2),

Re v > - 2

Л/2

A0)
б

'"/2) rv. v (о Р-гя/2), Re

1У Г. БсПгмин, Л. Эрдейи, г. II
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(И) exp [(v I 1) x] Hv (a sh x) dx =•

0

=iES lsh (a/2) 7v+'/2 (a^2) - ch ^2) 7-v-'/2 ^/2I.
Rea>0, -2<Rev<0

A2) х-< cos Bajc-') [/„ W - Lo (*)] dx = 2/0Bа'/г)KbЫЦ, a>0

A3) Г xv~'ls exp [
- A + a) a-] /Co (ax) Lv (x) dx =

¦ Pv~4, 0 +a~')i Rea>0, Rev>-'/a

a

A4) [ x Pn A - 2^2a-^) [/o (*) - Lo (x)] dx = {-\)na [I2n+! (a) - L2n+l (a)],
6

я = 0, 1, 2, ...

A5) :(*2-a2) '

'"'

¦ {[/v (a/2)]2 - [/_v (a/2)]2}, - 1< Re ц < 0, Re v < %2v+! sin BЦЯ)

A6)

л/2

ST/
~ L2V ("НЙ1

"V2a '

¦W'v, v(«)M_v, v(a), Rev<y2Г Bv + 1)

A7) Х1 v̂(*)rfjC = —

- Re (x < Re Л + К

A8) x
^ '^

cos (ax) s^, v (x) dx —

0, а>1

21*-'/,„'А г (JL+l+i) г (Ji^±i) A - a*fl2 +'hp-^k (a),

0<a<l
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A9) x v'Jv(ax) s^ + v, n_v + i (x) dx=*

о

a>\

;-!r(v)a-v(l-a2I1. 0<a<l

Re v >
-

B0) J xv *',_„ (aAin;4) K,_sv (axhe~KIA) ,уд, v (a-) d* =

|arga|<Jt/4, Re (p. - v) > - 3, Re (ц +3v) > - 1

B1)

Я/2

cos [(p. + 1) x] s^ v (a c°s *) ^^=

- 2

B2) f exp [(|д. + 1) x] s^, v (a sh *) dx =

v+ 1, 2a = |i-v+ 1, a>0, -2<Re|i<0

B3) x iisia(ax)S[iiV(x)

(a2- I)№/2"I/4P!j:;j(a),
a> 1, Rep.<l -| Re v|

B4)

v ^)/2
Г (

ц +

J
+

3) Г (¦¦*
-

34V
+

3) cos [2-1 (ц - v) я] X
X [/v (c/2) Y_(lx_v+l}/2 (a/2) - Kv (a/2) /_((l_v+1)/2 («/2)],

Re(|i-v)<0, -1 <Re(|i + v)<l, Rc (p.--3v) < 1

19*
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ОО

B5) Г х'- (х2 - а2)~№ Р$ (х/а) S^ „ (х) dx =

fl.Ar(izH^+4.)r(iz^v-4.)
я'/щ'Л-р+ц г (V,-n)

^-P + l. v+V,<a*

Rep<l, ReCn + v-PX-1/-». Re (ц-л>-Р) <V2

B6) [ .v (д:2 - a2)~"v/2 Pi {2x2a~2 - 1) S^ v (.v) rfjc

1И-У\
2 j

- 1, Re (p.- л> - X) <0

B7) ^ v

- v), a = v-!/2
2, ReCv-(x)>i

B8)

_
я'/заУ-'ГA-ц,-у) , 2 j^(|x+v-l)/2pH+v-l(

nJ2

XB9) cos Bj.ix) S2u_i, 2v (a cos
Г A -n —v) Г A -Щ- v) sin Bvit)

0

JT/2

X [/^+v (a/2) К^-д, (a/2) - /^-v (a/2)

Re(x>-2, -l<Rev<l

n, Reu.<l
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C1)

C2)

C3)

C4)

C5)

C6)

C7)

CO

Г (shxp eh (v.v)
0

OO

0

O©

0

CO

I"

CO

Г x-

0

OO

/•*
OO

— OO

v 

Uv (w, x

""vsln (ax/2)

12-'яA

"v
cos (ax/2)

@,
12-4A

x + z

S^ t,2 (a ch л;) dx —

Г\ 4 2 7 ГУ 4

| arg a | <jt,

f7v (д;, г) dx =

7V (x, 2) d.v =

-e)v'2-1AzI-v/v_1[Z(i-eL

wv
s

2 7 0 . .

Re ц + ] Re л> | < ','2

Rev>0

Rev> 1

a>l

0<a<l

0<a< 1

Rev>l



ГЛАВА XX

ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

Большинство высших трансцендентных функций, рассмотренных в главах

XVI—XIX, являются частными случаями гнпергео.четрических функций.
В этой главе мы дадим список гипергеомстрпческих функций, не вошедших
в главы XVI —XIX, а также обобщенных гипергеометрических функций. Ин-

Интегралы, приведенные в пл. 20.4 и 20.5, являются ключевыми, и из них можно

вывести громадное число интегралов, содержащих частные случаи гипергео-
гипергеометрических функций. Относительно частных случаев Е-функции и

G-функции см. Приложение. Мы не приводим в этой главе интегралов, со-

содержащих обобщенные гипергеометричеекпе ряды ^Fq, так как

i, ..., а„; Ьь ..., bq\ x) =

Г(в1)-Г(°р)
E{au ..., ap\

... Г(в

1, Ь„ ....

Такие интегралы могут быть выведены из указанных в пп. 20.4 и 20.5. Ввиду
большой важности интегралов, содержащих й-функции и G-функции, мы

повторяем здесь интегралы от этих функций, приведенные в предыдущих

главах, и в некоторых случаях указываем уточненные условия справедли-

справедливости формул.
Функции параболического цилиндра. Относительно теории этих функций

см. ВТФ, т. II, главу VIII и указанную там литературу. См. также книгу
Buchholz Herbert, 1953: Die konfluente hypergeometrische Funktion. Springer-
Verlag.

я'/2 г (-V)

g-v/2-1

n'/»r(-v)

2 2

V2 - v/2

0, ¦/,

2 \0, V» )'
Другие выражения через G-фупкцию и выражения для произведений функ-
функций параболического цилиндра могут быть выведены с помощью формул,
приведенных в Приложении.
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Гипергеометрические ряды Гаусса. Относительно теории этих рядов см.

ВТФ, т. I, главу II и указанную там литературу в особенности монографии
Гурса, Кампе де Ферье (Катрё de FeriM), Клейна (Klein), Сноу (Snow)
и главу XIV книги Уиттекера и Ватсона.

с: ^)- {a, Ь: о: -

1. с

а, Ь

Вычисление интегралов, содержащих гипергеометрические ряды Гаусса, часто
облегчается благодаря применению формул преобразования; относительно
этих формул см. ВТФ, т. I, пп. 2.9 и 2.11.

Вырожденные гипергеометрические функции. Относительно теории этих

функций см. ВТФ, т. I, главу VI и указанную там литературу, в особен-

особенности главу XVI книги Уиттекера и Ватсона, а также Трикоми (Tricomi F. G.,
1952: T.ezioni sulle funzioni ipergeometriche confluenti. Torino, Gheroni) и

Бухгольца (Buchholz Herbert, 1953: Die konfluente hypergeometrische Funktion,
Springer-Verlag).

(I/,,

i; 2ц+1; z) =.

2|i + 1; -z) -

: 2U+1: -*-•) =

Г BJI +

Г (Уз + x + ц)
*

zn e-zfl
г (|/| _ ГС/, - к -

Г (Vj - я I ix) Г (У2
- и - ц) 12

.20 / 1-Х

Относительно других выражений через G-функцию и выражений для произ-
произведений вырожденных гипергеометрических функций см. Приложение.

?-фуикция Мак-Роберта. Краткое введение в теорию этой функции со-

содержится в ВТФ, т. I, пи. 5.2—5.2.2, а болео дртлльиое изложение теории
можно найти в книге MacRobert T.M., 1950: Functions of a complex variable.

Macmillan, Приложение V н Разные примеры III. См. также работы Мак-Ро-
Мак-Роберта, указанные на стр. 286 ВТФ, т. I, и дальнейшие работы Мак-Роберта
и его учеников в Proc. Glasgow Math. Ass. т. I, 1953.

?(ai ap: &,, .... bq: x) = Gp-+\ [z ' I"""' ").
и \ it, ..., ap I

Многие высшие трансцендентные функции и некоторые их комбинации
являются частными случаями ?-функции; часть соответствующих формул
приведена в Приложении.

б-функция Мейера. Относительно теории этой функции см. ВТФ, т. I,
пп. 5.3—5.6 и работы Мейера, перечисленные на стр. 286 ВТФ, т. I, а также

дальнейшие работы Мейера, помешенные в Proc. Nede.rl Akad. We(ensch.
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Следует отметить, что очень многие интегралы, содержащие специальные
функции, могут быть сведены к интегралам от G-фумкцни. Примеры этого
п необходимые формулы приведены в работах Мейора. Часть соответствую-
соответствующих формул приведена в Приложении.

20.1. Функции параболического цилиндра

См. также вырожденные гипергеометрпческпс функции, Е-фуикцто,
G-функцто.

A) ( - ~) Dv (x) dx = 2~V;- Г (v) cos B~2vn),[ ехр

6

Re v>0

B) x1 exp ( -Щ Dv_, (x) dx = 2-v/2-] Г (v) sin {2~2vn\

Re v> -1

C)

a

9 v т, n

(a2 - x2)*-' exp (^-) Z)_2X_2V (x) dx =

ra)r^2^.a2U-2v-2e4p (^o_2v (a)i

Re k>Q, Re v>0

D) J" xv (x - af/2-v/2-' exp 1-2-2 (x - aJ] 0„ (х) dx -

Re ((j. - v) > 0

E) (jc-ta)-'exp(-4)

-Bл) (-«)" n! exp (--?¦) D_n_, (a),

n = 0, 1, 2, ..., Rea>0

F) ) 'exp (-4) Dv(x)dx-

. (я/2)V Г (v + 1) exp(?) Z)_v_, (a),
Re a > 0, 0 < Re v < 1
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xv~-] (х2 + а2)-'-' ехр (-4") nv U) Ах

ехр(-?-) D_v(a), Roa>0, Rev>0

(8) [ x2p~l sin (a.v) exp (--?) D2V W rf.« =

.'¦'-„ Гйр+П1 aJ'(p-v-H) +i; —f).
Rep>-Vo

(9) a;2p-' sin (ax) exp (^)
2p-v-2 22

T(-2v)

%-p, 1-P
-P-v, '/,, 0

a>0, Rep>- Va. Re (p + v)< 1/,

A0) я2р
'
cos (ал) exp (- ~\ D2v (x) dx =

V,; -|), ReP>o

(U) f A;"* cos (ал) exp (-?-) D2V (л) rfx =

A2) a;v-v= exp [-(* + aJ] /v_v. Bca) Dv B*)

), Rea>0, Rev>0

A3) "h exp [-(.v + aJ] /v_3/j Ba.«) Dv B.v) dx ¦¦=

). Rea>0, Rev>l

(H)
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A5)

A6)

A7)

A8)

A9)

B0)

B1)

B2)

OO

0

oo

0

oo

б

CO

J
0

л/2

J
0

oo

J
0

oo

J

oo

1

*«.

,.«,0

Io (xy) D

/o (xy) D

У'1 [2-1

(sinAT)"V

ch Bц*) s

ch Bц*)

f l

U

+ 2~'D

v(x)Dv-i(x

v(~x)Dv_,

Dv (y) Dv_, (

(cos*)-*-2

jxp [— (a sh.

exp [(a sh*J

i, cos a /
¦""

H+v+D/2 r

2) \ 2 ;

-x)dx = y-i[Dv(y)Dv _,((/)

V((/)DV_! (-j/) + 2-iDv(-j

(*)rf* =

-j/) + 2-!Dv

Dv (a sin x) Dv

(ц+ 1) D^

О2] Й2К Ba ch

D2K Ba ch л)

V 2 j1

^,-

(-j/)Dv_, (г/)

t (a cos x) dx •=

+ v+i (a), Re

x) dx = 2*~'^n

dx =

a<~

/ ц\ /1 — v\

I 2) \ 2 JJ

+

/)Z)V_,Q,)I, y>0

-Dv(j/)Dv-i (J/)]

v<l, Ren <-I

/?a~' ^, „.(га2),

Rea2>0

-*>
^ Ba2)

-я'2<а<я/2

я/2 или а>л/2



20.2. ГИППРГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ ГАУССА 287

20.2. Гипергеометрические ряды Гаусса

См. также функции Лежандра, ^-функцию я G-функцию.

(I)

B)

C)

D)

E)

F)

G)

I

6

1

0

0

0

1

6

1

6

0

l — x) %г! (a, p, y; *) «¦* —

Г A + a/2) Г (у) Г (a - у + I) Г (у - a/2 - Р)
ГA +а)ГA + а'2 - Р) Г (у - а/2)

'

Rea+l>ReY>ReP, Re (Y -а/2 - Р) > 0

Г (у) Г (р) Г ф - у + 1) Г (у- Р + л)

I'(у + ге)Г(У-рН'(8-у + Р +1)
'

« = 0, 1, 2, ..., Rep>0, Re(p-Y)>n-I

,.\Ч-Р-\ г (г, Й- v И -fi- Г(у)Г(р)Г(|3-р)Г(у-а-р)
a) 2/-i (а, р, \, x)dx- r(p)r(Y_a)r(v_p)

¦¦.

Rep>0, Re(P-p)>0, Re(Y-a-p)>0

j V\o-I p ,
o. x.wx.

Г (у)Г(р)Г(у + р-а-Р)

ReY>0, Rep>0, Re (y + p
- a- p)>0

-jef-'2^,@, p; Y; x)dx^

Rep>0, Rea>0, Re (Y + a - a- P) > 0

— x)p~' A — zx)~* 2^1 (a, 8; y; x) dx =

Г (У)Г('Р) Г (y + P-a-fl) _yT w

X 3F2 (p, of, y + P
- a - p; Y + P - a, Y + P

~ f>< ~т) •

ReY>0, Rep>0, Re (Y+ P -a - P) >0, |arg(l-z)|<n

Rep>0, Rea>0, |arg(l-z)|<n
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(8)

(9)

A0)

(И)

A2)

A3)

A4)

A5)

I
0

I

OO

/
oo

J*
0

1

0

i-
0

oo

6

oo

/¦
0

oo

0

-

(Y) Г (р) Г ft

Г<у + р-а)

*v-J(i + *

Ч-Чх + г)

Re

¦"'"-*

cy~l(l ~ x

~Xx
nF, (a

te~kx 2^1 (

Rey>0, Rep>0,

)~a F (a С- у ^')rf^
p(V)r(a

ReY>0, Re(a-Y + ff)

-"
2FX (a, p; y; - -v) rf.« •-

Y>0, Re (a — у + a) >0, Re (P
—

у

Г(У)ГF-л>> /1 p^a-6 (г

Г (б)
<' ^^ ^

0<RcY<Re6, | arg (I - г) |

f A ~ xz)~6 2F, (a, p; y; xz) X

Re y> 0, Re e

-a
r -p -x \a x(x~

Re (y + p

- Y + "I Г (p

>0, Re(p

+ o) > 0,

i; 6-y; A

i («, Pi 6;

< я, ] a rg

P,(a + 6,

>0, | arg

2x = 1 - a + p - у, 2Я = 1 + a - p - y. 2,li

Rev>0, arg(/|<n,

-a-P)>0

-Y+n)

-

Y + о) > О

1 argz| <я

p; Y + e; г),

(г - 1) | < я

->»

Re X > 0

= a + p - y,

1 arg г < я
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A6)

со

0

= Л~ 1/2 cos (vji) Г (i/2-

Re(a + f

-e^v[(A;+lKj2FI(a,P;a + P-2v;

-a + v)r('/i-p+v)r(Y)Bz)-1/=-V'2^Y/2i
5 — 2v) >0, Re ('/а- a + v) >0, Re(V2-

1 arg z | < 3n/2, y
=

-x)dx-

(P-a)/2Bz),
P+v)>0,
a + p-2v

20.3. Вырожденные гипергеометрические функции
См. также Я-фупкция, G-функция.
Относительно частных случаев вырожденных гипергеометрических функ-

функций см. также пп. 16.5, 16.6, 17,3, 20.1 и главу XIX.

A)

B)

C)

D)

E)

@)

a

0

a

Г

1

00

COS

6

a

6

a

0

'(a-,

(a*) i/7

(a-*)

г (P + 6)

(v + I;

x-,e(,-

(a; P; x)

(a- p; *)

/=¦, (a; P;

Г (.7)

I; «h/7,

1
sin (vn)

dx

Яд:

(v

«

Л, i.

Г

]

(y;

)i/ri

+ i;

Ba-

(Р)Г(у) B + Y-I

ReP>0, ReY>0

6; a - x) dx =

Y; P +6; a), Rep>0, Re6>0

[a —a; a —P; ]i A
— л)] dx—

Fi (a; a; |x
- X) 0<ReP<Rea

1; -tx)dx =

¦2-I), 0<a<l
1 <a<oo

- 1 <Rev<0

Г(х;ГBц + 1) ./, y_i/, ,

Rex>0, Re,>-V2

Re (к + (x) > - '/,, Re Я > 0
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G)
Ч* Мп, ц (х

ГBц + 1)ГBУ+1) u+ v
п

-Л + 1, Ц + v+ Vj { ''

-V2i Rev>-V2

(8) (а + ^fV^M*. д (х) dx-

а Г Bц +

лVz г (i/j + и + у.)

2T / '/г, 1. 1-

Vs + и + Р. - а, о, Vs
-

и + р

|argа|<я, Re(ц + р)> - l/ai Re(x-p-cr)>0

(9)
о

Г Bц + 1)а'' G23 /

л '/г г ('/2 + х + я)
34

V

0, '/,, Vj
- и + р \

- (г, р + ц, р - И. а У
'

A0)
б
f x-n-'h

а>0,

(И) Ч* (a+xfg-xl2P~2li A + 2ж/а) Afx_ ^

о

р
¦= Vs — х + (i, (T = V2 + v

[ arg а I < и, Яец>-1/г. Re (х-ц)>( Re v + V2|

A2) ¦-v'(o + *)-

. 4-1) Г

(я+ц

arg а | < я, Re ц >
— ]Л. Re (х + ц) > | Re v + '/г

о

_
ГBц-Н) Г(х + ц + У + '/а)Г(х + ц-у- 'Л) а/2 ™

Г (и+ я + '/2) Г Bц Ь v I- 1) Г BЦ
- У)

е
%-к-р., V«

A3) I -2» [A

Г Bц + 1) Г (И + v/2) Г (и - v/2 - '/;) ga/2 ^ . .

1'' Г (и + ц + >/г) Г (|Х + V/2 + У2) Г (ц - V/2) 8/<~И' V( +V/2 Л

n, Rex>2~'Re v-Vo, Rex>-2~'Rev
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A4) 1 X (

о

evni г A + 2Ц-У) Г (И-2ц) Г E/2- к+ti + v) (л-с^ц-^у-гздч u/z ™.

=

2ГG» + * + и)
а е lt/p, а

|агка|<я, Ren>-V-2, ReBn~v)>

A5) f *(* + *+ v)/2"' (а + х)-"/2 е-^2 Q^t^
х+ц-V) ягг,ц-ч-У„(>'+ М-- ')/2 Г ('/г - V) Г (I + 2ц) Г(х + |И- V) а/2,

Re ц >
- Уо, Re (и + ц + v) > О

| arg а[ < я, р
= 7з — и — v/2, cr = jj, + v/2

A6) е V2X—2v—з ^ + 'а' ¦

а е
г

| arg а К я, Re ц > - '/г- Re v >
— 1, Re (x + ц - 2v) > '/2

2р = 1 - к + ]х
- 2v, 2(Т = х - (х

- 2v - 2

A7) Г л51 '2ехр[- 2~'(а + 1) х] Kv (ах/2) Af^, v (x) dx
о

я'/i г (и) Г (и + 2v) с ,
2^1 (^

f 'h)

Rea>0,

A8) J х-Ч* yv («'/J) /С^_д (х/2) Мк „ (*) rf* =

аГ(и + у/2+ 1) (х-ц)/2, И/2-У/4 \2 / "(х+ц)/2, И/2+У/4 \ 2 /
'

a > 0, Re к > - 'Д, Re ц >
- Vs, Re v > - 1

A9) J *p-'e-*/2MY+P, p+p+'a W 2^1 («¦ P; v;
-

i arg Я |< я, Re (P + p) > 0, Re (а + |3 + 2p) > 0, Re у > О

x = V3 - а - P/2 - p, ц =
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B0) xiK~l (a + х)~^~Ч* е~*/2/Ми, ц (a -f- л-) dx --

а».-М.-'/г Г B\) Г Bц+ П Г (х+ц-2Я,+'/,) „ , .

Ги + ц+'/,)ГA-2А.+2ц) /Wx-i.n-A.W
1<е Л > О, Re (х + \i

- 2Л) > - '/

B1)

Г (Л) Г f'-'a - и - Л + U) Г (Уд - и - I - ц) .„

К

Re Л > О, Re (к + X) < Ч> - I Re |i |

B2)
г (!/4 _ я/ - К/2 - И/2) cos (ЦП)

B3)
(х+3ц+ у2)Г[2~2(:

Re (и + \x) > - !
i, Re (к + 3|.i) > - i/2

B4) + (а +
, (x) dx -

a°G^(a V.. 1. I-
Уг + Ц+р, '/a-H + P, _0|0),

I arg a К Я, Re p > | Re ц | -1

B5) (a + x) Ц2аех12 Wn, (l (X) dx =

an-'ha* C™(a
Г (Vs - V. + H) Г (У; - X - |i) 34 V

Vs. I, I + x + p

'Д + Ц + P, Чг - U + P.

p N

| arg a | < я, Re p > | Re fi | - Vs, Re (x + p -I ff) <0

B0) J я (a .A, „ (x) dx=

n-Vza0 ^33/ I 0, '/г. Vs + x + p \
^ ¦ "—~

u, IQ 1
j

| arg a | < я, Re p > | Re ц | - Vs. Re (к + p + a)< '/j.
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B7)

B8)

B9)

C0)

C1)

C2)

C3)

J"
0

oo

0

r

oo

0

oo

\>
0

oo

J-

oo

0

CO

f
J
x

0

-p '
(а + л;)~'/2[л;'/2 +

f^sinicx^e-^W

A +ц + р)ГA-ц + р)с
г <% - -л + p)

-sinW^,

ГС/а

p-lcos(cx'!"-)e-xl2W

ГЦ-xlp)

-"со. («V.)^^

re/.

(ct 4~ ^)

(а + лг)'/2]2°г

x, ц (x) dx =

.и-

- у. + я) Г (¦/,

я1/.
-к + ц)Г('/2

е>0,

ГA

-я « G34Va
1 arg а | < л.

1 4- •

3
> 2

'

О (
-х-ц) 23 V 4

), Re p > | Re ц

- у. — ц) 23 \ 4

-а, р + ц, Р-ц, а/
'

Re р > | Re ц | - '/ч

3
+ с2Ч\

Re р > 1 Re ц | - 1

'/»,-х-р. 0 )•

Re р > | Re ц | — V2

0, - ¦л - р, '/> /'

-H-2V) „-'/4+n/2-v/2_a/2 ,w /яЧ

2р = Va + 2ц + v - >

1 arg а | <я, Re (j. <

ГО

с, 2(Т = х + 3v - SU
: 1, Re (ц + 2v)< 1

-U-2V) „-'/4+K/2-v/2na/2 m ,^

2р = У2 - х + V, 2о

1 arg а |< я, Rep.<

= х + 2ц + 3v - 3/2
; 1, Re (ц + 2v)< 1
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C4)
-'/a-W2-ve-x/2 _3 [A + х/а)Ц Гх> v(*) dx-

_

21 Г A - ц - 2v) 1/,+к/2-уд а/2 ,,7 /„ч

2р = 1 - х + ц + v, 2ct = k + h + 3v-2

! arg а |<it, Re ц < I, Re (\x + 2v)< 1

C5)
-'A-WS-v

(а x. v (x) dx

2^ГП-;х-2У) -'A+ K/2-V/2 a/2 w / ч

r (s/s _ и _ ц _ V)
a e wp,aW),

-l, |arga|<Jt, Ren>0, Rev>0

C6)
*-5'»

exp [-2-1 (a - 1) x] K^

Г (- я) Г Bц - у.) Г (- 2^ — и)

Wv., u (a;) d>:

и—v
^.

X -к; -2к; 1 -a ), Rea>0, Rex<2 Re ц <—Rex

C7)

_

(g/2J;v Г ('/„ + X + ц, + Р) г"('/г + X - ц, + Р)
х

+ V) Г (I + ?. — v) Г A +Я, — У. + р)

+ ^, '/^ + ^> !/а + ^ + Iх + Р> V->'
1 + Я + V, 1 + Я -

>« - Ц. + p;

v, 1+2Л, 1+A-x + p; -a2),

C8)

2П/2

0. Чг. '/2 + U-P, Vj-II-P^.

Л, v, -Л, -v, и-р /
'

., | Re [х |< Re (v + p) + '/г

C9)

— y.,, Re(x-;.)>0



451 20.3. ВЫРОЖДЕННЫЕ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧРСКИЕ ФУНКЦИИ 296

D0)

' '[ 1
(и - к) sin BЦЯ) IГ (Л; -Y. + V-) Г С/г

- ?. - И) Г ('/• - * - Ю Г I1/» - ». + Ц) |

D1)
Р

«, ц О) li7-K, |i (*) dx 2 Га+р/2 + и) ГA + р/2-и) '

Re p > 2 | Re [t |

D2)
dx -

Г " + " + V + p) Г A ~ ц + V + p) Г (~2v)
dx -

r~(VAv)r№K + v + p)
Xj

0

X

-У + Р)ГA-Ц-У

, Va-A-i-v; 1+2v, 3/2-
Bv)

A+
Г ('/г

- Ъ + v) Г (»/2
- к - v + p)

X г^2 0 +|.i-v + p, 1 -ц-v + p, 112-\-\\ l-2v, 3/2-x-v + p; 1),
| He |i | + | Ke v |< Re p + 1

D3) exp [-2 x] M.Ai ц (ал) U^?., v

Ц+У + р) ГA + м

X з^'2 ('/'а + х -г и, 1 + ц + v + р, 1 + ц
-

v + р;

2ц+ 1, 3/2-Л + м, + р; -а/р),
Re а > 0, Re Р > 0, Re (р + ц) > | Re v I - 1

D4)
exp[2-1 (a + E) x] WH, v фх) dx =

[Г ('/, -x + ix)T (V2 - x - ц) Г (Vo - A + v) Г (V2 - Я - v)r! X

xG33/J3
33

/J3_
\ a '/2 + У + p, V»

- v + p

+ P \

,
— y.) '

| Re ц | + | Re v | < Re p + 1, Re (к I X I- p)< 0

D5)
езср[-2-1(а-Р).«

33\a
, Vs-li. l + A. + p

"
, и

Re a> 0, | Re [i | -t- | Re v | < Re p + 1
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D6) .

о

"A + h, '/a-v, l-a.+p\

i/2 + v + p, i/. - v + p, V.) '

Re(<z + P)>0, |Re |j,| + |Re vKRe p+l

D7)
о

= Г BЛ) а^|1-'/2 Wx_>., ц-я. (a), | arg a | < л, Re Л > О

D8) J X1-1 (a + jO*-*-1 e-x/2 WK. ц (a + ж) rfx = Г (Я) аи-] Ги_х, „ (а),

о
| arg а |<л, Re X>0

D9) J *р-' (а + лг)-а е-х/2 Wh, }l (a + x) dx =

ftlA;||:*-Vi0_ll_ff). |.гва|<я. Re P>0

E0)
(а + х)-v-4> ex!i WK, у (а + x)

г сад г с/2 -

, ц-ji («),

0<2ReX<!/2-Re (x + ц)

E1) 1Л (<х + -

Г(Р)аРе~а/2 G31^! и-0+1, О N

rt'/i-x-W 2А I -Р, Уа + ц-а, Уз-ц-aJ'
| arg а | < я, 0<Re p<Re(a-x)

E2)
Xх-1 1

2Л (р, т; т; -х/а) е±х/2 l^K, № (а+ х) dx.

Выразить tt^jj, ^ через G-функцию и найти соответствующий
интеграл в п. 20.5.

Интегралы, содержащие произведения e±x^WKlll(a + x) и функции
Лежандра.

Выраяить WK, у через G-функцию, а функцию Лежандра — че-

через гипергеометрическую функцию и найти соответствующий интеграл
в п. 20.5.
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E3)

E4)

E5)

E6)

E7)

E8)

CXJ

со

oo

со

I Л ёХ

0

2'2~

0

CO

Y^~~ pYЛ СЛ

oo

|" e~2pxi
— CXJ

ОА-и + ЮГГА-и-Ю G24\a 1
] arga[<3n/2, Rep

|агёа|<Зл/2, |

Г A/з - И + |1) Г (l/j - !t - Ц) Г (l/s

X
24 \"a"

Re^-pXVa-l

= 21/2~vnpv+1''2 (ch p)

Rea>0, R

,,-v-p). «'<•>«. [

'/2 + !A> 'A-(i. '/j + v-p. 'A-

>0, Re(x + p) < -|Re

arg p [ < 3ji/2, Re x < -

-A + vJ Г C.'2-^-v)
'-

'A + M., Vj - 11. 'A + v - P, ',': -

|arga|<3n/2, | arg p

Rejj-I, Re(x + p)<V>-

eP> 0

5ep>0

-v-pI
v|-V2

P VA1

|Ren|

- v — p/
'

<Зя/2
|Rev|

~2v exp(-athp)rBv+l),
| 1тр|<я/2, Re v >

-'
..

20 Г. БсПтмсн, А. Эрдейи. т. 11
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E9) [ Г (Va+v+n+Jt) Г (i/o+v+ ц-л:) Г (У.+ ^-ц+л:) Г (i/.-f v-[t- IX

X -Мщ-пг, v («) jWjx—fjr, v (P) dx '-

'[Г Bv+ I)]2 Г BУ + 2Ц+ 1) Г Bу-2[Д.+ 1) м

Rev>|Re|i|-V2

F0) J e~2pxi Г ('/, + v + ix) Г (у, + v - ix) Mlx, v (a) Mix, v ((J)

pl/Ji^), |1тр|<я/2,

F1) J EFpS) a + |3 XpL

F2)
— оо

Г (,-х) Г Bx + /x) WK viXt н__% (а) И7_х_,Яр х_1/л (P)

= Sb,'/» Г Bк) (ар)* (a + P)"'"

Относительно многих интегралов по параметрам см. Buchholz Her-

Herbert, 1953: Die konfluente hypergeometrische Funktions. Springer-Verlag,
глава VI.

20.4. ^-функция Мак-Роберта

См. также п. 20.5.

A) к® '
A — x)y p '

E (a,, ..., ap : pi p? : xz) dx.

Cm. MacRobert T. M., 1953: Proc. Glasgow Math. Assoc. 1, 118.

B) {\ - xL-V-\ ? {au ____ ар:ри...г pq:x~mz)

'-P)m|:) Y E (at, ..., ap+m : pb .... pq+m ¦

m
' R '•••••

Re p>0, m = 1, 2, ...

P + fe-i
„ ,

_
v + fe-i ,

_,

m
' P9+ k m

' 1-1, ...,m
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C) +jtr3 ?[<*,. ..., а„:р,, .... рд : A + лг) г] dx -

Г(р) ?(гаь ..., а,р, а-р : р , р?, a:z). Re a > Re p>0

D) (aIf .... га;;: pi, ..., pff : xz) dx

'^ni1"" а.ч=1-Р. Pi.---. P

ap + P: I +P, p, + P, .... p? + P : e~tnz)],
1, Re (<xr + P)>0, r= I, ..., p,

При p^lq результат справедлив, если интеграл сходится.

E) (аь ..., гар:р„ ..., рд: x~mz) dx-=

= Bn)'''J-m/2mp-'^?(a,, ..., а.,+,п:р„..., р? : т~тг),
Re p>0, m = 1, 2, ...,

I

F) J A - *f"" A - х2Г»/2 Р^_„ (x) ? [a, ap : p, p^
: A -x) г] rfx

— I

Cm. MacRobert T. M, 1953: Proc. Glasgow Math. Assoc. 1,
111-114.

G)
3-' Jv(x)E(cn а„:р, pq:x-2mz)dx =

= Bn)~m Bmf~l {exp [2~'я (P - v - 1) t] X

X ? [a,, . .

., ap+2;B: Pl pq : Bm)-2mz e"mIl!'] +
+ exp [- 2~'я (P - v- 1) (] ? fa,, ..., aP+2m : p,,..., pq : {Ъп)~2тг етл1]},

Re(P+v)>0, ReBa,m-P)>-3/2, r=l, .... p
P + v + 2ft-2

_
[i-v + 24 —2

m = 1, 2 k=\, ..., m

(8)

oo

? [а„ ..., ap+tm : p,, ..., p? : B/я)-2тг],
B-v + 24-2

Й2m,

Re P> | Rev I, m=l, 2

20*
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(9)

A0)

I x$ '
p.x Kv (x) F,(a, a,,: pb ..., pq:z/x) dx.

Cm. Ragab F. M., 1953: Proc. Glasgow Math. Assoc. 1, 192-195.

К, Ц Vя/

,\"s-m/2

ai, .
-., a» : pi, ..., pq:x mz) dx =

-*-"- E (a,, ..., ар + гт : pi, ..., p?+m : т~тг),
Re J3 > | Re|i| -'/2, m= 1, 2, ...

+ fe + ц
-

' ,)/¦'«, a^+m + 4
= (p - (x + fe - 1/о)/т

A . T ; I ft 1 U _L fa\ I /У! ly — 1 fYl
\'n J^.};

~~

\ |J л
~

KJ/ifl, К — I, . . .,
ill

A1) x E (cti, ..., a7J: рь • •
*, P/y - -^/y) E (Pi. • •

•> Рг :(Ть • •
-» ^s ^ xz) dx,

6
00

,:pi, •¦-,

Cm. Ragab F. M., 1953: Proc. Glasgow Math. Assoc. 1, 192-195.

20.5. G-функция Мейера

@
a,,

Jp + \,q+ \
p

bv...,b 1-p-oJ

Первое множество условий справедливости формулы:

р + q < 2 (т + п), | arg а | < (га. + п. - р/2 - q/2) л,

Re(p + 6/)>0, j—l,...,m, Re0>O.

Второе множество условий справедливости формулы:

p + i7<2(m I ft), |arga|<(n; \- п — р/2- - q/2) n,

Re(p + 6,-)>0, /=1,..., т, Re(J>0,

Г Л JL
Re

Третье множество условий справедливости формулу:

р<<7 (или p^q и |га|<1),
Re (р-Ь 6,)>0, /=1 т, Rea>0

Р Q

2a/-216/ + (P-'?)(p-V2)
/=i /=i J
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B)

av ••¦• V р

р-о, Ьг ...

Первое множество условий справедливости формулы:
р + q < 2 (т + я), | arg а\<(т + п — р/2 — q/2) я,

Re (р-а-а/)> ~ 1, /=1, ...,«, Recr>0.

Второе множество условии справедливости формулы:
р + q < 2 (m + я), I arg а К (ст + я - р/2 - <?/2) я,

Re (р — or — а/) > — I, /=1 «, Retr>0,
р

2 а/
- - Р) (Р

Третье множество условий справедливости формулы:
q < р (или <7 < р и | а | > 1),

Re(p-cr-a,-)> - I, /=!,...,«, Re(T>0

C)
p-l

x
pq

¦a",
ч

п П г(°/+р)

р + q < 2 (т + я), | arg а | < (т + « - р/2 - <?/2) я
— min Re&/<Rep<l— max Re а/

D)

l-p, о, о \

а-Р, bv...,bj-
Первое множество условий справедливости формулы:

Re (р + 6/)>0, /=!,..., т, Re (р — (Т + cij) < 1, / = I, ..., я.

Второе множество условий справедливости формулы:

Re(p + 6/)>0, }—\,...,m, Re(p-<r + ay)<l, /=1,...,я,

Re I S «у
- S b,- - (q - p) (p - a - V2)и

Третье множество условий справедливости формулы:
+ я), | arg a |<(m + п -р/2- <?/2)я, I arg p j <

/=I, .... /и, Re(p-(T + ay)< 1, / = 1, ..., n,

Re f S «/
~ S 6/ + (P - 9) (P - Va) 1

L/=i ;=i J
>i
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E)

F)

G)

(8)

(9)

A0)

СЮ

I--
О

о

Jsin (
о

CXJ

|cos(
о

00

0

oo

0

";;::;; 6pJ^=pp~'
p + q <2 (m + n), |argcs|<(m + ra

Re

p + q<2(m+n), |argcs|<(m + «

«)g'pT(«2 *i *?/

p + q <2(m+n), |argal<
Re &,•>-!, /=1, ...,

ъ1..:.ь'У* л"

p + q<2(m+n)> |arga|<

= cm- ?+

p + i? < 2 (m + и), |

ЛИ, П+1 / «

P+l, <7 у C

-p/2- q/2) n,

(bj-p)>~ 1,

5P+ 2, а [~вГ
o.

— p/2 — q/2) n,

Re u;- > - 4-i,

gin, n+\ (*« °b'
<(m + n- p/2 -

от, Re a.] <'/,,

'b
C(m + n- p/2-
tn, Re a/ <l/.,,

(a
p-v/2, av •

и

arg a | < (in + n

-3/4+ max Rea/<Rep<l +2~' Re v +

m re + 2 / p-v/2,

p + q<2(m + n), |
— 3/4 + max Re a-t < Re p <

p +v/2, al a

»,, ..., bq, p+V,

arg a | <(m + и

min Re &/ + i

|аг?р|<я/2
/= 1 rn

4'.. a,, ..., a \

| апт p |< л/2
/ = 1, ..., ni

¦~.ь9 )•
q/2) л, с > 0

/=1, ..., n

::::;.;'¦").
q/2) л, С > 0

/=1,..., n

•
•. Op. P + v/2\

- p/2 - q/2) л

min Re bi

„, P + V2 + v/2\

+ v/2 j'
- p/2 - q/2) л

r'|Rev|+ 1
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A1) 'РЧ

n—1 pin, tt+2
PH-2, q

5+V/2, аи ...,аЛ

ЬЯ Г

) — V/2, р + V/2, а

6

I arg a |< (m-I-д-р/2-///2) я

Re p< 1 -2~' I Rev[+ min Re 6/

A2)

/p+3, q+\

!)- '/s
— v/2, ., ap, p + v/2. p-v/2

'

p + <7 < 2 (m + n), | arg a | < (m + n - p/2 — q/2) n

max(- ~ , Re V7' ^+ max Re ду < Re p < min Re bi + 4" Re v + v44 -г/1</<« K/<ih z

A3) (x + o-p, -a-p; or; 1 -л:) X

X

2, <7+2

', &

a, V
и

и, J,, b.

-P, P\

Первое множество условий справедливости формулы:

р + q < 2 (/к + и), | arg а ] < (т + п - р/2 - q/2) я,

Rea>0, Re у, ^ Re A.>Re сц
— 1, /=1, ..., я.

Второе множество условий справедливости формулы:

р -Н г/ < 2 (/к + /г), \ arg а | < (т Л-п- р/2 - q/2) л,

Rea>0, Rex>ReA>Rea/- I, /- 1, ..., п,

Re

Re

al
- ll ''/ + (<? - P) (x + '/У

A4)

-bv .... -bm, cv

Относительно (пяти) множеств условий справедливости формулы
см. Meijer С. S., 1941: Nederl. Akad. Wetensch., Proc. 44, 82—92.
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ОБОЗНАЧЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ
ВЫСШИХ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ ФУНКЦИЙ

Через ВТФ I обозначаются ссылки иа первый том книги «Высшие транс-
трансцендентные функции» тех же авторов, а через ВТФ II —на второй том этой
книги.

Общие замечания. Большинство обозначений объяснено там, где они

встречаются. Обозначения, встречающиеся несколько раз на одной странице,
объясняются внизу страницы.

Как правило, вещественные переменные и параметры обозначаются ла-
латинскими буквами, а комплексные переменные и параметры

—

греческими

буквами. Исключения делаются для традиционных обозначений (таких, на-

например, как у в главе XIV). Буквы т, п обычно обозначают целые числа.

Через Re z, Im z обозначены соответственно вещественная и мнимая

части комплексной величины г.

Через | г |, arg г— соответственно модуль и аргумент (фаза) комплекс-
комплексной величины.

Главное значение в смысле Кош и. Если подынтегральная

функция имеет особенность в точке с, а<с <Ь, то главным значением

в смысле Коши интеграла
Ь

j
/ (*) dx

а

называют

\.

Г / (х) dx + J / (x) dx , е>0, е-> 0.

a с+г J

Пустая сумма интерпретируется как нуль, а пустое произведение—как
ь ь

единица. ^ , ]~| пусты, если Ь < а.
п=а п=а

Через [х] обозначено наибольшее целое число, не превосходящее х.

(а)п = а (а + 1) ... (а + я - 1), «=1,2,...,
(а)п = (— 1)" A — а ~ п)п, л- целое,

(а)-„ = (-!)"/(! -а)п, п - целое.
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Биномиальные коэффициенты

(а \

Г(р+1)Г(а-р +

( -1, лг<0,

r = ] 0, л: = 0,

( 1, х>0.

Постоянная Эйлера —Маскерони

Im

С = lim У 1/п - In m == 0,5772156649 ...,

Заметим, что в ВТФ н многих других книгах вместо С пишут у-
Ортогональные многочлены. См. также ВТФ II, гл. 10 и стр. 187—190

астоящего тома.

Многочлены Лежандра

Многочлены Гегенбауэра

,. аПА-v
d

<' Х>
dx"

Многочлены Чебышева

Тп (х) — cos (я arccos x),

п t~\ sin
Uit \л ] ¦

sin (arccos x)

Многочлены Якоби

2"n\
% % '

dx"
¦'

Многочлены Лагерра

л.(в-*гм
nl dzn

Многочлены Эрмита

Не„ (*) = (- l)»«p B-^2) -4"
ax

Многочлены Шарлье

pn(x; a) = n\a-'lLxn-n{a).
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Гамма-функция и родственные ей функции. См. также ВТФ I, гл. 1

Гамма-функция

Г (г) = je'U^dt, Rez>0.

о

Логарифмическая производная от гамма-фуыкции
Г' (г) , , йф

Бета-функция

В(*. У)-1ШЖ
Дилогарифм Эйлера

Неполные гамма-функции. См. «Вырожденные гипергеометрические
функции».

Неполная бета-функция. См. «Гипергеометрические функции».
Дзета-функция Римана и родственные функции

1 (о = - 2-' (р + >/ч) n-'^-'f* г (й/2 + 'Л) Е (а + 72),
ОО ОО

{ (z, в) = У («'+ а) , Ф (г, s, о) = У—^ .

Функции Лежандра. См. также ВТФ I, гл. 3. Относительно выражений
для произведений функций Лежандра через гипергеометрические функции
см. Meijer С. S. 1936: Math. Ann. 112, 469-489 и Proc. Nederl. Akad.
Wetensch. 39, 394-403 и 519-527: 1938: Nieuw Arch. Wlskunde B), 19,
207-234.

-n; V2-; V2-Z/2),

г изменяется в комплексной плоскости, разрезанной вдоль отрезка [ — 1, 1]
вещественной оси.

(x) = 2-' e~iiin [exp (- 2~W) QiJ (* + ('°) + exP B~ Vto)Qv^(x - Ю) j
-1

(z) = P°B), QVB) = Q° (г).



ПРИЛОЖЕНИЕ 307

функции Бесселя и родственные функции. См. также ВТФ И, гл. 7 и

стр. 235—236 настоящего тома.

Функции Бесселя

^j !(

/v (г) cos ул: - /,v (г)
шы

Модифицированные функции Бесселя

41)V i
2 sinvn

Функции Кельвина н родствеииые им функции

berv (z) + i beiv (z) = Jv iz exp Cm'/4)],

berv B) - i beiv (г) = /v [г exp (- Зяг"/4)],

kerv (г) + i keiv B) = Kv U exp (яг'/4)],

kerv B) -1 keiv (z) = Кч [2 exp (— nil4)],
ber (z) = ber0 B), bei (z) = bei0 (г),
ker B) = ker0 B), kei (г) = kei0 (z).

Отметим, что определение функций kerv (z) н keiv B) отличается от дан-

данного в ВТФ II, п. 7.2.3.

W[b> (г) - berv (z) beiv (г) - beiv (z) ber^z),
2-'zW (г) - berv (г) beiv (г) + beiv (г) berv (г).

Многочлены Неймана

<П/2

O_ («)-(-!)» On (лг), n-I, 2, ...
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Функции Ангера — Вебера
л

Jv (?) - п~' I" cos (vO - z sin 0) U6,
0

n

Ey (г) = я-1 Г sin (v9 - г sin 9) rf6.

0

Функции Струве

m=0

Lv (г) = ехр [- 2 (v + 1) пг] Hv [г ехр (гл/2)].

Функции Ломмеля

+1 1^ + у + з

v+ 1)
"Г2 \1; 2 • 2 ; ~ 4

V v (^ = <*. v (г) + &-1 Г (J^±L) Г (-^ftl) X

X [sin (^ я) /v (г) - cos (?p- n) Yv (г)].

Функции Ломмеля двух переменных

тп-0

Vv (w, г) = cos (-у- + -§^--i—2~) + C/2-v (w, z)-

Гипергеометрические функции. См. также ВТФ I, гл. 2, 4.

Обобщенный гипергеометрический ряд

mFn (Иь ••¦» «ml Yb •••. Уп> 2) = 2^
'

2F, (a, 6; с; г) — гипергеометрический ряд Гаусса. Его часто (например,
в ВТФ I, гл. 2) обозначают через F (а, 6; с; г).

tFi (а; с; г) — вырожденный гипергеометрический ряд Куммера. Его часто

(например, в ВТФ I, гл. 6) обозначают через Ф (а; с; г).
mFn[o.t, ..., ат; Yi. ••., Уп, z) часто записывают в виде

р [а> а»»-г1
m/4 v, 7„ J-
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Неполная бета-функция

-lV-t)q~]dt = p-]xp2Fl(p, l-q;p+l; x);

SnF,, 62, Ьъ bt; г)=^
h=1 П Г

Штрих в JJ' и звездочка в ОРЛ означают, что опускается член, содержащий

bh~bh- При п=1 произведение JJ в числителе, а при « = 4—в знамена-

знаменателе заменяется единицей.

Вырожденные гипергеометрические функции. См. также ВТФ I, гл. 6

и ВТФ II, гл. 8 и 9. См. также Гипсргсомстричсские функции, Ортогональ-
Ортогональные многочлены, ?-фуикцию, G-функцию.

Функции Уиттекера

M*.n(z) = z'A+11e-J!'V,(i/i! + n--x; 2ц+1; г),

ч
Г (- 2Ц) Мх,ц И

Функции параболического цилиндра

Dn (г) - (-If ехрB-2г2) X [eXp(-2-'22)].
dzdz

Функция Бейтмеиа

Интегральная экспонента и родственные функции

'-у- = Г@, х),

Ei+ (дг) = Ei (х + /0), Ei~ (л) = Ei (х
- Ю), х>0,

2-1[Е1+(х) + ЕГ(х)], х>0.
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Последняя функция в ВТФ II, п. 9.7 обозначается ?*' (х).

СО

si (х) = - J ^ dt = ±- [Ei (ix) - Ei (- г.*)],

X

Si (*) = J -^1 d/ = я/2 + si (*),
0

oo

Ci {x)=- f -^ Л = - ci (*) = 2~' [Ei (ix) + Ei (- I*)],
x

Функции ошибок и родственные функции

Erf (х) = 2я-'/» J ехр(-/») Л = -^ ,/=-,(!, |; -*'),
о

оо

Erfc (.v) = 2я"'^ Г ехр (- ^2) Л = 1 - Erf (*) = (nx)~4> ехр (-2~'х2) Г_,Л> у4 (л:2)

Erfc (л К±1) = /±Й [С (ж2) Т i S (а;2)].

Эти функпии отличаются множителем 2я~ '2
от функций, введенных

в ВТФ II, п. 9.9.
х

С (х) = 2~'/гя-''2 { Г1!'cos tdt,

X

-ч.

j г'1г sin tdt.

Неполные raiMMa-функции

Г (a, x) = f e~ Y -lclt = Г (a) -

Y (a, *) = x{a '>/2e ^ W(a_ 1)/2, a/2 (*)
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Частные случаи функций Уиттекера

М_,А,,,,(л:) = 2~'л-W2 Erf (*

*>* He2

MQ, ^ i±ix)'

ц+'/itH {x) — x e ,

Mv->k, i* W
e an*'7' 1ex/2 Y B|i, лг),

U ^;
B|i+l),j

Х е
л

7_,л, ±1/< (х) = я'V- exf2 Erfc (*'Л),

[- (v/2 + 74)Bfl Hf
[(v/2 + •/,) ni] H^ (x/

, ±tt (x) - (- О" я ! ^и+1/2 е-*12 Lf (x).

^-функция Мак-Роберта. См. также ВТФ I, гл. б.
Если p~^q + 1,

В(р; ar:q; Р*:*)-^-1^ Г (аг) .Л X

г-1 ПГ(Р*-°г)

X j+^p-, (аЛ аг-р, + 1, ..., ar~pg+l; ar-ai

..

где |лг|<1 при p = q+l.
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Если р < q + 1, то

П г ы

Е(р; ar :q; Ps'-x)
= 1y pFq («ь ¦•¦> ар; pi р?;

- 1/л),

П г (р*)
s=l

где хфО и |*|>1 при /? = д + 1. Если p>q+l, последнее соотношение

дает асимптотическое разложение для ^-функции при больших значениях х.

? (а ::*)¦= Г (а) A+*-1) Л

Bл.*)'/з ел к (х)

Е [а, р, —

Е (а, р:: х) = Г (а) Г

/г

. а + р.—J =
= я'/г Г (а) Г

s, ,„ (х),

G-функция Мейера. См. также ВТФ I, гл. V.

Gт, и

P. q

а\ ai
Ъ, Ъ,

-L. f
2:Tt J

L J[
j—m+\ j=n+l

где Z, — путь, отделяющий полюсы функции Г (&[ — s) ... Г (bm
— s) от по-

полюсов ГA—ai + s) ... Г A —

an + s). Более подробное определение см.

в ВТФ I, и. 5.3.
Из формул, содержащих О-функцию, при частных значениях парамет-

параметров получаются многие интегралы, содержащие функции Бесселя, функции
Лежандра и другие высшие трансцендентные функции. Следующие два
списка дают выражения для некоторых частных видов С-фуикций через
хорошо известные высшие трансцендентные функции н, обратно, выражения
высших трансцендентных функций через О-функции. Эти списки не полны.
См. также ВТФ I, п. 6.6.

Частные случаи {/-функции

Ь-с: -х),
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(v- a \_ (b+c-l)!2 -хП w , ,

\ ft, с) Wk,m\X),

„21 л '2 x/2
Kb

}l0°4 (x \a, b, 2b-a, b + Ч->) = я"V I2

\a, a -[¦'/„ b, 2a- b)

x *
[ 2(а-Ь)^ х

|a+ '/•'. a, b, 2a - b)-

-a, m = ft/2-c/2,

), /n = 6/2-c/2,

/2 (a_&

2it в cos (b- a)n

- X

X

' 2{Ъ-а)У

G™{x\a, a + y,, b, b + V2) - x'a+b)% {a_b) {4xlt\

Go" (x I a, -a, 0, V-) = - я'/з (sin 2an)~l X

X [72Q (г в* )/2a (г e-"(V4) - /_2fl (г е"'74) /_2Я (г е~ш'% z

Gl°(x\0, 1/2, a, -а) = я'/2Г' (sin2an)-1 X

X U2a"' /2a (г е-п1П /_2Q (г e" )- е-2ая? /м (г ,"г/4) /_2fl (г

GgS(jc|3e-V2, а, -е-1/* a-1/,)-
= to'A (cos гая) x«-'A K4fl B4''0 [74a BVO + /_4a BVO],

gO, a-'/2) -a-1/2, -V*) =

= 4я''2лг-^ A:2Q BV*) [/2a BVA) cos ал - F2a BV<) sin ал],
Jc|-Vb a-Vi,-a-Vs. 0) =

= - 4геЧ-''! K2a BV/«) [/2a BS/^V<) sin an. + Y2a BV'O cos ait],

OgJ(*U 6 + V2, 6, 26-a) = JV^2442(Q_b)BV/')/2(a_b)BV'O,
G$(x\a, a h-Vs. 6, 6 + 1/г)-4«(а+Ь)/2'С2(в-Ь)D*1/4).
GJS (x I a, a + '/2, 6, 2a - b) = 23яV /C2 (b_e) (W e" )̂2 (b_fl) B4'^
Ggj(jc|a, 6, c, rf) = AT-^Sn(a, b, c, d; «'*), «= 1, 2, 3, 4,

a, 0,
- a)

1/2 Wit''1/ (xk)j (x'h)
0, a, —a)~ ' a\X I J -a\X J,

a, b, a-'k) X na~b~'kUX '•

J-X

b,a,2a~b) П X 'b-a\X 11b~a\X ),

21 Г. Бейтмен, А. Эрдейи, т. 11
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>/,, 6, aJ
-

cos (a -b) я

«[ Д. - 1» С'*)].

ой

I a +>

a + b, a — b,

a + '/a
a + 'A, - a, 1

Г (I - а - 6) Г (

ь ?+Л а) - яV1 [cos (» - а) Я]

- а +

U'*) HfLa

'h + a, Уз-оЧ
0, 'A, u, -б/

¦A + a. 'A-a
0, 'A, 6,-6

!. 6-C,

a. Ь ХЦ М_а, , {2x4

-40
 4

a, e + V»

, a + c, a-c, a-Ь

О, '/г

*6. -b, -a

041

<• sin ая sin 5я Iе

'А, 0 \

а, 6, _ь, -aj
_

2~2я5/а Г-
~

ces art cos bit Iе

а-b

а+Ь
'^1 ЯB) t (>:1/гI() fjc^1 Я() t

гА\(
24 V о, 1/г, 6, -6

= х-V2 Г G2 + 6 - а) Г (Vs - й - а) Wa. b Bix'A) Гв, ft (- 2/л:'/'),

„42/ I а. а+'А \

 4\I & + с, Ь-с, Ь + 'Д + е, Ь + '/г-с )

= 2*+' я''г Г A - 2о + 26 + 2с) Г A - 2а + 26 - 2с) X

X /-'/f exp (jc'A) ITfe, ic {2x4 k = 2a-2b- Y*
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а-I, -Си -

-Ъи -Ъ2, -Ъ

X

" ¦¦'

-Ci\_
j

*=.!

3

И]
ft=l

п
1 =2

а + сь а + с2. а + с3; —

Й1 - 6?; - х),

X

а,,...,

/=2

X

j-n+l

bi-пр; l+6j~&2

bq; 1 -= x"[ '
?A -ai + &i, .... 1 -

Функции, выражающиеся через G-функцию

v {x) = 2^ G^° B~V | v/2 + Ц/2, Ц/2 - v/2),

v (x) v/4 + ц/4 + V* H/4 - v/4,

H/2-V/2-V2 \

, \42-vft-4iJ'(J./2-V/2, (A/2 + V/2

I ц/2 + v/2, ц/2 - v/2),

-bqi -Х)г

-a,

- v/4),

I (v/4 + ц/4, % + v/4 + ц/4, - v/4 + ц/4, У2 - v/4 + ц/4),

) - n~ll> cos v^ 0?J B*
П О

1 *^ + V/2 + H/2

, H/2-V/2,

21*
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~ Lv Ml = Л 121*О1зB Х

- Ц, (*)] = It" '2м- COS Vlt

v/2, H/2 + V/2 + 1! A/2-V/2 )'

1

Г Oh
- И/2"- v/2) Г ('/а - И/2 + v/2)

= *-'/* о'>(

(x) /„v cos

1/2-v/2, ц/2 + v/2

Va + И/2 \

Чг + И/2, v/2, - v/2 У

+ g/2, g/2 I
v + g — ц ц + g —v g —ix —v >

2^ ' 2^ *

2
~

J

i(|r||i/4 + v/2, H/-1-V/2, ц/4, ц/4 + Vi).
О, '.-'о, v/2, -v/2)-

l/2, 0, v/2, -

«¦* /v W Kv (X) - - Я"</г

*. й/i H/4-V/2),
0/2, 0/2 + %

' 2 ' 2 J

= 2-

0/2, СГ/2+ '/2
v + g-ц [x + g-v a—y-\i

G й x4 | Ц/2, ц/2 + V:-. - v

f -

Xe
x/2 ,* TBm±i) r\\

Z-ft+l \
m +1 + 'Л. 1-т + Чг)'

к, т W -m + '/a. m + l +
'

к-Ъ г?40 ( o-2v2 'Л-А/2, 8Л-6/2 \
°24 ^ z *

¦/, + от/2, V«
- m/2. m/2, - m/2 ^'
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х
е

42 f 2

wk,m(x)M-k,m(x)= V{;k_

xlWk>mBix)Wk,m(-2ix) =

m/2, V;

1 + fe, 1-

'h. 1, 'h + m

_m/2, ч2-

Wk, m

Г ('/2 + т-/г)Г Ck-m-k) 24

JS ( 2

/ 2

1/2, V2

,A| 1M^I_m

, 4i + H2-k \

;/2 + /n, 1/2-tnJ'

4F3 (a b, c, d; e, f, I; -x) = jrj^
4

П г (*/)

pFq{au ..., ap; bu ..., bq; -x) = ^
П г (»/)

XUH\X\-l, -e, -f, -J-

E(P; ar:g;

Относительно других специальных функций, выражающихся через О-функ-
цию, в частности комбинаций функций Лежандра, а также комбинаций
обобщенных гипергеометрических рядов, см. С. S. Meijer, Nederl. Akad.

Wetenseh, Proc. 43 A940), 198 — 210 и 366-378; 44 A941), 82-92, 186-194,
298-307, 435-451, 590-605, 1062—1070; 49 A946), 227-235, 344—356, 457-469,
632-641, 765-772, 936-943, 1063—1072, 1164-1175; 55 A952), 369-379,
483—487; 56 A953), 43-49, 187-193.

Гипергеометрические ряды от многих переменных. См. также ВТФ, гл. 5.
Гипергеометрические ряды от двух переменных. Во всех двойных сум-

суммах т и я меняются от 0 до оо.

Fi(a; 6, P'; y; *. 2/> =

•f2 (a; P> P'; y> y'> x' i/)=

F3 (a, a', 6, P'; у; х, у) =

/^4 (a, Й; y> Y'i x< У) =

Ф1 (a, p, y; x, y) =

ф«(Р. Р'. y; *. i/)

I ф">п m n

TTTt
x У >

(Y)m+ttmlrt!
-хтг/п,

(V)m+nm!«l
-хтУп,

J '
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Относительно других гипергеометрических рядов от двух переменных см.
ВТФ I, п. 5.7.1.

Гипергеометрические ряды от многих переменных. Bje суммирования
ведутся от 0 до оо.

FA{a\ р,, .... р„; V,. .... Уя;г,. •••. *„) =

я. т„

Эллиптические функции и интегралы. См. также ВТФ III, гл. 13.

Полные эллиптические интегралы

я/2

К (k) = J A-й2sin2ф)-1/2rfcp-2~'яг/ч ('/г. V2; i; k2),
о

я/2

?(*)= I" A — /fe2 sin2 ф)!/з с?ф = 2"^ 2F, (- Vs, V2; 1; k2).
J
0

Тета-функции

(о I т) = (-
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Указанные здесь ряды связаны с определениями, данными в ВТФ III,
равенства 13.19 A0) — A3), при помощи мнимого преобразования Якоби, см.

ВТФ III, равенства 13.22 (8).
Модифицированные тета-функции

6о (о 1 т) = §4 (а | т)
I /1 = 0

- 2
n=-

е, (в | т) = (-«т)-'/«( 2 (-1)'1
I п=0

-оо
1

- 2 (-l)"exp[-wt(D-I/2 + «JT-1] },
n = -l J

С оо

62 (о | т) = (-гт)-'/ {

n=-\
f ОО

Различные функции. См. также ВТФ III, гл. 18.

;=f TlFTTrfs'
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Латинский алфавит

а)п, (а)_„-304
) r( )/r

(а)п, (
(fl)v =
arg г — аргумент (фаза) комплексной
величины 2. 304

bei B), beiv (z), ber B), berv(g) —

функции Кельвина 307

С —постоянная Эйлера — Маскеро-
ии 305

С (х)
—

интеграл Френеля 210, 310

Cvn (x) — многочлены Гсгенбауэра 188,
305

Ci (x), ci (x) — интегральный косинус
211, 310

Dq I (x), D^ } (х) — производные дроб-

дробного порядка 133

?>v B), Dn B)
— функции параболиче-

параболического цилиндра 282, 309

,, ...,ар\Ьъ ..., Ъч;х) —

цпя Мак-Роберта 283
Е (k) — полный эллиптический инте-

интеграл 318

Е(р; ar:q- ps :х), Е (а: :х), E(:v+ I :x),

ЯС/ 72--v: :2л:), Е (а, 0: :х),

^-функции Мак-Роберта 311,
312

Ei (x), E* (к) — интегральные экспо-
экспоненты 309, 310

Ev (z)
— функция Аигера — Вебера 308

- Hi (-a:). Ei+ (,v), Hi- (x), ET(v) -

интегральные экспоненты 210, 309

En" (,v). Eric (x)
— функция ошибок

210, 310
i/7! (a; c; 2) — вырожденный гипергео-
метрическип ряд Кумыера 308

2Fj {a, b; с; г), F (а, Ь; с; г)-гипер-
г)-гипергеометрический ряд Гаусса 283
308

Fi («. P. Y- Y'; x, у) ~ гнпергеомет-
рические ряды от двух перемен-
переменных 317

гппергеометрпческий ряд от мно-

многих неременных 318

^в[«;;;;;;^;яг]-ововЩетшй
гппергеометрическпн ряд 282
308

Го 3v> %s
— преобразования Фурье

У

Мейера 300, 312

O-

/! (г), Я^ (г) - функции Бесселя
третьего рода 235, 307

Hv (г) - функция Струве 235, 308

Не„ (х), Н.* (х) — многочлены Эрмита
189, 305"

©v — преобразование Ганкеля 10,
11

\v\z- мипмая часть ко:,шлц:;с;юи ве-

величины z 304
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/v B) — модифицированная функция
Еесселя первого рода 235, 307

/v (p. f/) — неполная бета-функция
'309

Jv B) — функция Бесселя первого рода
235, 307

Jv B) — функция Ангера —Вебера
308

Jiv (х) — интегральная функция Бес-
Бесселя 307

К (й) — полный эллиптический инте-

интеграл 318

Kv B) — модифицированная функция
Бесселя третьего рода 235, 307

&2v B) ~ функция Бейтмена 309
kei B), keivB), ker B), kerv B) —мо-
—модифицированные функции Кельви-
Кельвина 307

Ev — /С-преобразование 10, 99

Z-2 (г) — дилогарифм Эйлера 306
1° (г), 1?п (г) — многочлены Лагсрра

190, 305
Lv B) — модифицированная функция
Струве 235, 308

li B) — интегральный логарифм 310
С —преобразование Лапласа 9

^¦л, v- (z) ~ вырожденная гипергео-

гипергеометрическая функция Уиттекера
283, 309
Ш — преобразование Меллина 9

Оп(х), О-п (х) — многочлены Нейма-

Неймана 307

Рп(х) — многочлены Лежандра 188,
305

Р{п' Р>
W

- многочлены Якоби 189,
305

— многочлены Гегенбауэра 188

2), Pv B), Р» (х) - функции Ле-

Лежандра 306
рп (х; а) — многочлены Шарлье 305

Q? (z), Qv (г), Q? (л-) - функции Ле-

жандра второго рода 306

Re 2 — вещественная часть комплекс-

комплексной величины 2 304

Згц —интегралы дробного порядка
в смысле Римана — Лиувилля 10,
133

S (.v) — интеграл Френеля 210, 310

5n(i>i, b2, bz, b4; 2)— неполная бета-

функция 309

Sp v (г), Sp v (z) — функции Ломмеля

235, 308
'

Si (x), si (x) — интегральный синус 310

© — преобразование Стилтьеса 10,
154

©р — обобщенное преобразование
Стилтьеса 10, 154

Тп (х) — многочлены Чебышева 187,

305

ип (х) — многочлены Чебышева 187,
305

Uv (ffi), 2) — функция Ломмеля двух
переменных 308

B) - 307

Vv (w, 2)
— функция Ломмеля двух

переменных 308

{V
(г) - 307

WH у (г) — вырожденная гипергеомет-

гипергеометрическая функция Уиттекера 2S3,
309

83^ — интегралы дробного порядка
в смысле Вейля 10, 133

[я] — целая часть х 304

X<?> B) 307

Yv B) — функции Бесселя 307
?)v —^-преобразование 10, 83
j 21 — модуль комплексной величи-

величины г 304

2)
- 307
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Греческий алфавит

— биномиальные коэффициенты

305

В (.г, у) — бета-функция 306
Дат (р> <7) ~ неполная бета-функция 309

Г (г) — гамма-функция 306
Г (а, х), у (а,, х) неполные гамма-

функции 211, 310
Y —постоянная Эйлера—Маскерони

305

? (s), ? (г, а) —дзета-функции Рима-
на 306

ео(»|т), е, (о |т), е2(о|г), е3(о|т),
94 (о, т) — тета-функции 318

Во (v, х), В, {v, х), 82 (о, т), е3 (v, х),

04 (и, т) — модифицированные тета-

функции 319

р,(х, а) 319

у{х), v{x, a) 319

Ф (а; с; г) — вырожденный гнпергео-
метрический ряд Куммера 308

Ф, (а, р, у; х, у), Ф2 (Р, р', y; x, у),
Ф3 (Р, у; х< у) ~ гипергеометриче-
гипергеометрические ряды от двух переменных 317,
318

Ф2 (Рь • •
•, К: У, 2Ь ..., 2„) - гипер-

гипергеометрический ряд от многих пе-

переменных 318

ЧМа, Р, у, y';x,y),Wa{a,y, y';x,y)-
гипергеометрические ряды от двух
переменных 318

Ч;2 (а; Yi. • • •
• Уп, «1. • • •

• га) - гипер-
гипергеометрический ряд от многих пе-

переменных 318

¦ф (г)
— логарифмическая производ-

производная от гамма-функции 303

| (() — дзета-функция 306

В, (а, а', р, y; x, у), Е2 (а, р, y; x, у)-
гипергеометрические ряды от дуух
переменных 318
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Ангера — Вебера функции 308

Бейтмепа функция 309
Бесселя преобразования 11
— функции 235, 307

модифицированные 307
Бета-функция ЗПй
— неполная 306, 309
Биномиальные коэффициенты 305

Вейля интегралы дробного порядка
10, 133, 145

ВТФ 304

Гамма-функция 306
— неполная 211, 30G, 310
Ганкеля преобразования 10, 11, 14,

23, 26
Гаусса гипергеометрический ряд 283,

287, 308
Гегенбауэра многочлены 188, 305
Гильберта преобразования 10, 171
Гипергеометрическая функция 282,

308
вырожденная 283, 289, 309

Гипергеометрический ряд Гаусса 283,
287, 308

двух переменных 317
— — Куммсра вырожденный 308

многих переменных 318

— — обобщенный 308
Главное значение интеграла в смыс-

смысле Кошн 304

Дзета-функция Римана 306

Дилогарифм Эйлера 306

?-функция Мак-Роберта 283, 293,

311, 312

G-функция Мсйсра 283, 300, 312
—

—, частные случаи 312—315

Н-преобразование 10, 119

—, высшие трансцендентные функ-
функции 123

—, общие формулы 119
— порядка v 119

—, элементарные функции 120

Интегралы Вейля дробного порядка
10, 133, 145

— дробного порядка 133, 135
—

,
связь с другими преобра-

преобразованиями 134
— Римана — Лиувилля дробного по-

порядка 10, 133, 135
—, содержащие вырожденные гипер-

гипергеометрические функции 289
—,
— гамма-функции 211

—,
— гипергеометрические ряды Га-

Гаусса 287

—,
— многочлены Гегенбауэра 198

—, Лагерра 207
—,
— — Лежандра 194

—, Чебышева 190
—, Эрмита 204
—, Якоби 201
—,
— модифицированные функции

Бесселя 261, 267, 273
—,
— неполные гамма-функции 218

—,
—

ортогональные многочлены 187

—, — функции Бесселя 236, 241, 249,
256, 273

—, Лежандра 221, 227, 231
—, параболического цилиндра

284
—, родственные функциям Бес-

Бесселя 276

—,
— ^-функцию Мак-Роберта 298

—,
— G-функцию Мейера 300

—,
-- ^-функцию 217

— Френеля 210, 310
Интегральная экспонента 210, 309
Интегральный косинус 310
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Интегральный логарифм 310
—

синус 310

Кельвина функции 307
Конторовича — Лебедева преобразо-

преобразования 130
Кпс.инус-преобразование Фурье 9

Куммера вырожденный гипергеомет-
гипергеометрический ряд 308

/(-преобразование 10
—, высшие трансцендентные функ-

функции 106

—, общие формулы 100
— порядка v 99

—, элементарные функции 101

Лагерра многочлены 190, 305
Лапласа обратное преобразование 9
•— преобразование 9, 154
Лежандра многочлены 188, 305
¦— функции 306
Логарифмическая производная от

гамма-функции 306
Ломмеля функции 308
— —

двух переменных 308

Мак-Роберта ^-функция 311, 312
Мейера G-функция 312—317
Меллина обратное преобразование 9
— преобразование 9
Многочлены Гегенбауэра 188, 305
— Лагерра 190, 305 .

— Лежандра 188, 305
— Неймана 307
— ультрасферические 188
— Чебышева 187, 305 .

— Шарлье 305
— Эрмита 189, 305
— Якоби 189, 305

Неймана многочлены 307

Ортогональные многочлены 305

Отношение косовзаимное 171

Постоянная Эйлера — Маскерони 305
Преобразование Бесселя 11
— Ганкеля 10
— — нулевого порядка, высшие

трансцендентные функции 19
¦

, элементарные функции
14

—¦

—, общие формулы 12
первого порядка 23

— — порядка v 11

Преобразование Ганкеля порядка v,
алгебраические функции 26

— — —

—, вырожденные гипергео-
гипергеометрические функции 76

— — —

—, гипергеометрическая
функция Гаусса 74

—, гипергеометрические
функции 43

, логарифмические функ-
функции 35

— — —

—, модифицированные
функции Бссссля 61, 64

—

—, обобщенные гнпергео-
метрические ряды 79

— — —

—, обратные гиперболиче-
гиперболические функции 44

— — —

—,
—

тригонометрические
функции 43

— — —

—, ортогональные много-
многочлены 44

— — —

—, показательные функции
32

— —

, тригонометрические
функции 35, 39

—

—, функции Бссссля 48, 55
— — —

¦—,
— Лежандра 46

,
— параболического ци-

цилиндра 71
—

—, —, родственные функ-

функциям Бесселя 69
—

—, связь с преобразованиями Лап-
Лапласа 11

,

— с У-преобразованием 83
— Гильберта 10, 171
—

—, высшие трансцендентные функ-
функции 179

, общие формулы 172
—

—, элементарные функции 173
— Конторовича — Лебедева 10. 130
— Лапласа 9, 154
— — обратное 9
— Мсллипа 9

обратное 9
— Стилтьеса 10, 154

, высшие трансцендентные функ-
функции 161

— — обобщенное 10, 154, 167
, общие формулы 155

—

—, элементарные функции 155
— Фурье 9
— Эйлера 135
Производные дробного порядка 133

Римана дзета-функция 306
Римапа — Лиувнлля интегралы дроб-

дробного порядка 133, 135
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Синус-преобразование Фурье 9

Стилтьеса обобщенные преобразова-
преобразования 10, 154, 167

— преобразования 10, 154
Струве функции 308

Тета-функции 318
— модифицированные 319

Унттекера функции 309, 311

Френеля интегралы 210, 310
Функции Ангера — Вебера 308
— Бесселя 235, 307

модифицированные 307
—, выражающиеся через G-функщш
Мейсра 315—317

— гипергеометрические 308
— Кельвина 307
— Лежандра 306
— Ломмеля 308

двух переменных 308
— параболического цилиндра 282,

284, 309
— Струве 308
— эллиптические 318

Функция Бейтмена 309
— ошибок 210, 310
— Уиттекера 309

, частные случаи 311

Фурье косинус-преобразование 9
—

сииус-преобразоваиие 9
—

экспоненциальное преобразование

Чебышева многочлены 187, 305

Шарлье многочлены 305

Эйлера дилогарифм 306
— преобразования 135
Эйлера — Маскерони постоянная 305
Экспоненциальное преобразование
Фурье 9

Эллиптические функции 318
Эллиптический гштегрял полный 318
Эрмита многочлены 189, 305

Якоби многочлены 189, 305

F-преобразование 10
—, высшие трансцендентные функ-

функции 91

—, общие формулы 83
— порядка v 83

—, связь с преобразованием Ганкеля
83

—, элементарные функции 84, 90
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